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2. Folgen und Reihen 


2.01 a) a 1 = 1 
b) a x = 1 
. 1 
c > a i = " 2 

d) a x = 1 

e) a x = 0 

f ) a l = ~ 3 

g) a x = -1 

h) a x = 1 

i) a x = x 

j) a ! = 5 

2.02 a) a k = k 3 

2.03 (2.01f) 

(2.02d) 




2.04 a) s 2 = 5 
d) s 2 = 6 

2.05 a) Z ^ b > 
k=l 

2.06 Hach Anleitung: 


b) s 2 = -9 c) s 2 = 1 

e) s 2 = | f > s 2 = TÖ 

Z k (k + 1) c) Z 3 k d > E (" 10 ) k 
k=l k-1 k=1 

2 s = n (a x + a n ) = n [2 + (n - 1) d] 


2.07 a) a 5 =27 s 5 = 105 

c) n = 6 a 6 = 15 

e) d = 16 a 5 = 54 

g) a x = -1868,858 

h) a x = -23,56 

i) a x = -70,2 n = 6 

j) a 1 = 6867,93 d = -387,924 


b) n = 8 s 8 

d) d = -16 s g 

f) d = 15 n 

s ? = -14797,706 
a 3 = 40,63 


500 

-330 

3 



2. Folgen und Reihen 


2.08 a) -9 b) -33 

2.09 a) - 4; 37,5 b) 0; -1; -10 c) 2; 3; 40 

2.10 2; 7; 12; 17 2.11 7; 17; 27 2.12 3600 

2.13 a) 60 cm b) 60 cm c) 80 cm d) 45 cm 

2.14 845 m 126,5 s 2.15 650 m 2.16 520 Schindeln 

2.17 87 m 2 2.18 s 1Q = 155 

2.19 1 = | (R 2 ~ r 2 ) 2.20 S 6162,50 

2.21 < 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; ... > 

2.22 1,1 

2.23 < 5; 6,5; 8; 9,5; 11; 12,5; 14; 15,5; 17 > 

2.24 < 0,8 k + 2,2 > 

2.25 



2.26 a) a 1 - 3 

b) a 1 = -10 

c) a 1 = 24 

2.27 a) a 5 = 48 
c) n = 4 
e) q = 2 

9) a i = ! 

i) a 1 = 6 

j) 1. Lsg.: 



a 3 =12 a 4 = 24 a 5 = 48 

a = -90 a . = -270 a = -810 

3 4 5 

27 81 243 

a 3 “ 8 a 4 “ " 64 a 5 “ 5l2 

b) n = 4 s 4 = _40 ° 

d) q 3 S 4 81 

f) q - - i n = 3 
h) a x = 7 a g = 45927 


q 


3 

2 


2. Lsg. 


432 

169 
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2. Folgen und Reihen 


x * l b) x 4 ** I l x * 1 

x * ± 1 

b * ± 1 a b*±j 


2.33 3906 -3906 

2.34 a) 250,8 cm b) 1675,5 cm 2 c) 207,0 cm d) 692,8 cm 2 

2.35 1,78 cm 30,68 cm 

2.36 8191 cm bzw. 2047 bei 12 Eckpunkten 

2.37 93,5 cm 

2.38 a) 240,7 cm b) 248,8 cm 

2.39 a) 4997,6 cm 2 b) 707 cm 

Es entstehen 11 verschiedene Quadrate, aber nur 10 ver¬ 
schiedene Diagonalen. 

2.40 21,53 m 

2.41 2396744 Abkömmlinge 

2.42 9,445*10 21 7,691*10 9 g 

2.43 262143 Personen 

2.44 q' = fa 

< 3; 3,568; 4,243; 5,045; 6; 7,135; 8,485; 10,091; 12;...> 

2.45 A 6 = 28°♦ 0,67 5 = 3,78° Ansatz: 28 • 0,67 n_1 < = 0,14 

n - 1 > 13,2 ... n = 15 bei A 15 = 0,10285 ... < 0,14 

Kontrolle: A.. = 0,1535 ... > 0,14 

14 

2.«q=J P .pj n <T P_ „= 34,49 ... „ = 35 

nach dem 35. Hub ist der Druck unter (nämlich auf das 

0,0093 ... fache) des Anfangsdrucks gesunken. 

2.47 a 1 = 1 q = a g = 0,9 6 = 0,531441... 

Die Restlichtstärke beträgt 53,14 % des Anfangswerts. 


2.28 a) 
c) 


d) 


2.29 10 

2.30 332,5 

2.31 728 

2.32 728 



2. Folgen und Reihen 


2.48 a) < 1, 4, 9, 16, ... > 
c) < -1, 1, -1, 1, ... > 

e) < -1, 4, 11, 20, ... > 
ab n = 32 
0,00104 > 10' 

2.50 ^ ^ n > 10,7 ... 

Probe: a 1Q = 0,0714 ... > 


b) < 1, 8 , 27, 64, ... > 

d) < - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , ... 
3 4 5 


f) < 2 , 


2' 3' 4' 


Probe: a 3 
5 


a 32 = 0,000977 < 10 
ab dem 11. Glied 
= 0,6 


0,0649 ... < = 0,6 


11 " ' 15 

2.51 a) Zahlenfolge < 0,5; 0,6; 0,75; 0,8; ... > 
a 1Q = 0,909 a 10Q = 0,99ÖÖ 

Experimentell ergibt sich 1 als Grenzwert, 
b) Wie a) < -0,3; 0,4; 0,7143; ... > a 1Q = 1,238... 

a i00 = 1 * 4726. a 1000 = 1,497... a 10000 = 1,4997... 

1 . 6 11. 

3' 6 , g , ••• 

, = 1,519 Ab dieser Stelle n = 9 wachsen die Glieder, 


c) < 


streben gegen 3 

2.52 a) ^ 

2.53 a) | 

d) |a| <3 s = 

f) N < I ■ - 

h) a * (2 k + 1 ) | 

i) a * (2 k + 1 ) rr 


= 1,6 

b) 6 

b) f 

3 a 
a + 3 

1 

1 - 3 X 
k € Z 
k e Z 


Daher ist •=• nicht Grenzwert. 


c) 


35 


3 a 


d) 


C) 

e) Ia| < 1 
g) a > -0,5 
s " 1 - sin a 


a + 1 
= a + a 2 


i) l“l < 4 + k TT k 6 Z 

k) s = 2 lg x 

l) 7,5 m) s = 16 


n) 




2. Folgen und Reihen 


2.56 Der Winkel zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Strecken 
ist gleich dem gegebenen spitzen Winkel a. 

Daher ist q = cos a s = . S . S ^ “ = — 



- = -1- = —r Daraus Quotient entsprechender Längen: 

MN P 

Ql - f - - 3 - 2 

1 r ✓? + 1 

Quotient entsprechender Flächeninhalte: q A = = 17 - 12 

Summiert man die Flächeninhalte der Kreise um M, usw. zu 

einer Ecke hin, so erhält man: -— — 

Vom Vierfachen dieses Wertes sind die Flächeninhalte von drei 


Dies ergibt: Aj^ = - 

: a 2 = Tr (3 V2 - 2) : 


zf n (3 V2 - 2) 


^ : A Qu = 88,07 % 
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2. Folgen und Reihen 



allg.: s y 


4 a (n + 1) 

n + 1 - «In 2 + 1 


n + 1 
n 2 + 1 
(n + 1) 

s rT = 14 a 


bzw. q. 


2 bzW ‘ q l 


a (n + 1) 
2 n 


49 a 
24 


2 


2.59 

2.60 
2.62 
2. 64 
2.65 


2.66 

2.67 


2.68 


2.69 

2.70 


a) 5000 cm 2 

b) Die Summe der Längen aller Diagonalen konvergiert nicht. 

30 n cm = 94,25 cm 2.61 80 n cm = 251,33 cm 

25 n cm = 78,54 cm 2.63 12 t/ 3 cm = 20,78 cm 


10 

(2 

+ V2) 

cm = 37, 

32 cm 








a) 

128 cm 2 




b) 

32 n cm 2 = 

= 100, 

53 

cm 2 

c) 

32 

(2 + V2) cm = 

109,25 

cm 







d) 

8 TT (2 + 

t/ 2 ) cm = 

85,81 

cm 







a) 

48 

n cm 2 

= 150,80 

cm 2 


b) 

36 v/3 

cm 2 

= 62, 

35 

cm 2 

c) 

24 

n cm = 

= 75,40 cm 


d) 

36 t/3 

cm 2 

= 62, 

35 

cm 2 

a) 

200 cm 2 




b) 

100 TT 

cm 2 

= 314 

, 16 

> cm 2 

c) 

60 

(t/2 + 

1) cm = 

144,85 

cm 







d) 

10 

TT (2 H 

l- v^2) cm 2 

= 107, 

,26 

cm 2 






a) 

10 

n cm 2 

= 31,42 

cm 2 








b) 

25 

TT (t/2 

- 1) cm 2 

= 32,53 cm 2 






c) 

25 

(y/2 + 

1) cm 2 = 

60,36 

cm 2 








dm 3 = 0,421 dm 3 

a) 200 tt V2 cm 2 = 888,58 cm 2 

b) n cm 3 = 2393,59 cm 3 


2.71 18 






3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit 

3.01 a) 0,44 b) j c) y 

d ) 2| = °' 477 •) 0 f) 0 

* 



4. Ableitung einer Funktion 


4.05 

(2a) y = -x -t 

■ 1 (2b) y = 2 x 

+ 14 

(2C) y - 1,2 X + 8,74 


(3a) y = 7 x 

- 23 (3b) y = - | 

X 

(3c) y = 7 

4.07 

a) 6 + Ax 

b) 3 + 3 Ax + (Ax) 2 

4.08 4 + Ax 

4.09 

a) 0,748 

0,752 0,755 

0,758 

0,762 


b) -0,663 

-0,659 -0,656 

-0,652 

-0,648 


c) 1,786 

1,770 1,754 

1,739 

1,724 


d) -2,276 

-2,301 -2,327 

-2,354 

-2,381 

4.10 

0,3561 

0,3658 0,3754 

0,3851 


4.11 

0,3466 

0,4055 0,4463 

0,4766 

0,4879 0,4939 

4.12 

a) 2 x Q + Ax 

2 X b) 2 X Q - 

5 + Ax 

2 X - 5 


c) 2 (X Q + 1) 

+ Ax 2 (x + 1) 



4.13 

a) 6 

b) 3 


c) 4 

4.14 

f ' (X) = 2 (x 

+ 1) k p = f ' (2) 

= 6 

a = 80,54° 


k = 0 <=» f' 

(x) = 0 <=> X = - 1 


T(— 1 | —9 ) 

4.15 

a) 

f) 
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4. Ableitung einer Funktion 



4.17 a) 

5 X 4 

7,868 

b) 

12 x 11 

41,743 

c) 

3 x 2 

3,763 

d) 

5,36 X 4 ' 36 

8,785 

e) 

11,48 t 10 ' 48 

37,648 




4.18 a) 

2,74 X 1 ' 74 

3,337 

b) 

0,893 x“°' 107 

0,882 

c) 

5,494 X 4 ' 494 

9,144 

d) 

-9 X- 10 

-2,898 

e) 

-11 u- 12 

-2,823 




4.19 a) 

-2,12 x" 3 ' 12 

-1,489 

b) 

-5,24 X- 6 ' 24 

-2,584 

c) 

-1,88 X- 2 ' 88 

-1,356 

d) 

1,167 X°' 167 

1,189 

e) 

1,286 t°' 286 

1,328 




4.20 a) 

0,8 X -0 ' 2 

0,782 

b) 

1,06 X°'° 6 

1,069 

c) 

0,359 x"°' 641 

0,334 

d) 

-0,5 x“ 1 ' 5 

-0,422 

e) 

-0,143 X- 1 ' 14 

-0,1255 




4.21 a) 

-1,667 x“ 2 ' 667 

-1,232 

b) 

-1,25 X- 2 ' 25 

-0,969 

c) 

-0,857 x" 1 ' 857 

-0,694 

d) 

-0,292 x" 1 ' 292 

-0,253 

e) 

0,0896 y -0 ' 910 

0,0808 




4.22 a) 

1 -5/6 

6 X 

0,1516 

b) 

0,13 X -0 ' 86 

0,1209 

c) 

-0,3 x -1 ' 3 

-0,259 

d) 

-0,1 x -1 ' 1 

-0,0883 

e) 

-1,095 £-2,0952 


-o, 

8637 


4.23 a) 

0,166 X-°' 833 

0,1516 

b) 

0,083 x“°' 916 

0,0751 


c) 0,416 X -0 ' 583 0,390 




4. Ableitung einer Funktion 


15 


4.24 

a) 

0 

b) 0 

c) 

0 

4.25 

a) 

6 

b) 12 a 2 3 

C) 

3 b 5 X 2 0,75 b 5 

4.26 

a) 

r s x S_1 0,5 S " 

1 r s b) 

12 x 2 

3 c) 12 x 6 

4.27 

a) 

✓2 

b) 3 x 2 

1,299 

C) 7 VE X 6 0,2446 

4.28 

a) 

-12 x" 3 -96 

b) -6 x” 4 

-96 

C) -7 a” 8 -1792 

4.29 

a) 

-4 a x" 5 ' 3 

-12,70 a 




b) 

-3,6 b 2 x" 1 ' 6 

-10,91 b 2 

C > - 2 

1 -1,5 _ 1,414 

c c 

4.30 

a) 

3 b X- 2 ' 5 

16,97 b 

b) 1,5 

r- 17/14 3,480 


c) 

_ 5 -17/12 = _ 

5 

-3,337 



4 “ 

4 12 /irr 



4.31 Flächeninhalt des Kreises; der Kreisumfang ist die 
Ableitungsfunktion der Flächenfunktion. Dieselbe Beziehung 
gilt für das Kugelvolumen und den Inhalt ihrer Oberfläche. 

4.32 a) X -0 ' 5 0,6742 b) X 2 4,84 c) 3 Vx 4,450 

4.33 Lösen Sie f'(x) = tan a nach x auf. 

a) (0,5|0,25) (0,289|0,0833) (0,866|0,750) (1,539|2,368) 

b) (0,577|0,192) (-0,577|-0,192) (0,439|0,084) 

(-0,439|-0,084) ( 0,760|0 j 439) (-0,760|-0,439) 

(1,013|1,039) (—1,013|-1,039) 

C) (0,630|0,157) (0,525|0,0757) (0,757|0,328) 

(0,916|0,705) 

d) (1|0,5) (0,577|0,167) (l,732|l,5) (3,078|4,736) 

e) (1|3) (2,280|3,948) (0,439|2,280) (0,185|1,710) 

Falls y = $x auch für IR mit ^a = - 3a , a > 0 definiert 
wird, so ergeben sich auch die am Ursprung gespiegelten 
Punkte der obigen, also (—1|—3) usw. 

f) (0,0370|0,111) (0,0844|0,146) (0,0162|0,0844) 

(0,00686|0,063) siehe auch die Bemerkung bei e) 
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4. Ableitung einer Funktion 


4.34 a) 3 X 2 + 2 X + 1 16,90 19,32 

b) 24 t 5 - 21 t 2 + 3 337,2 1033,5 

C) 20 X 3 - 18 X 2 28,37 117,6 

4.35 a) -14 x“ 3 + 5 x“ 2 2,186 -0,3175 

b) -20 x" 5 + 18 X -4 + 8 X -3 + 2 3,097 3,195 

C) -U -2 + 6 U -3 - 12 u' 4 0,2169 -0,1702 

Führen Sie die folgenden Multiplikationen (Divisionen) aus! 

4.36 a) 5 X 4 + 12 X 2 + 2 X + 3 101,5 172,1 

b) 5 X 4 - 4 X 3 - 9 X 2 + 6 X + 4 13,65 43,50 

c) 3 V 2 - 8 v +5 0,2153 1,717 

4.37 a) 2 X + 1 7,826 5,320 

b) 5 X 4 + 4 X 3 + 3 X 2 + 2 X + 1 86,69 168,5 

c) 3 W 2 - 2 W + 1 6,572 10,68 

4.38 a) (2|6) 10 b) (-1|-8) 17 


C) (2,7|4,997) 3,174 d) (-4,3|303,71) -335,2 

4.39 (3|0,5) (1|1,833) 

4.40 a) (3,732|0) k = 3,464 73,9° 

(0,268|0) k = -3,464 106,1° Rechner gibt -73,9°; 

addieren Sie 180°, weil a e [o°;180°] 

b) (0|0) k = -12 94,8° 

(4|0) k = -4 104,04° wie a) 

(3|0) k = 3 71,6° 

c) (—4|0) k = 0 0° 

(1I0) k = 2 87,7° 

4.41 Rechnen Sie mit (u v)'= u' v + u v', aber auch durch 
Ausführen der Multiplikation (Division, des Quadrats) und 
anschließendes Differenzieren! (Kontrolle) 

a) 10 x 9 b) 24 x + 2 c)5x 4 -3x 2 +2x 

4.42 a) 5 x 4 + 4 x 3 - 1 b) 3 x 2 c)2acx+ad+bc 






4. Ableitung einer Funktion 
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4.43 a) 

4.44 a) 

c) 

4.45 a) 

b) 

c) 

d) 

4.46 a) 
b) 

4.47 a) 

b) 

c) 

d) 

4.48 a) 

b) 

c) 

d) 

4.49 a) 

b) 

c) 


6 X 5 - 6 x 2 b) 18 X + 24 c) |(5 X + 3) 

0,5 (b - a) x -1/2 - 1 b) (8 x 1/3 - x~ 2/3 )/3 

ji ( 7 i 5 ' 12 - 4 s 2 ' 3 + 3 ; 3/4 ) 

18 x 2 + 22 x + 6 

3 b d f x 2 + 2 (adf + bcf + bde) x 
+ (acf + ade + bce) 

4 a 2 x 3 + 6 a b x 2 + 2 (b 2 + 2 a c) x + 2 b c 
3 c e x 2 + 2 (cd-be) x + (ae-bd) 


( 1 1 21) 44 

(-1|-7) -16 

(0,16|—5,376) 18, 

(-0,16|—9,856) 

9,2 

T (— 0,467|-11,: 

( 1 | 0) 0,5 

(3,2|1,411) 0,72 

T (0,25 | —0,25) 

2 

(1 - x) 2 

-4,333 

5,556 

6 X 2 

(1 + X 3 ) 2 

-0,6075 

-0,5915 

4 x 

(1 - x 2 ) 2 

-2,282 

2,630 

-1 

-0,6 

-1 

8 X 3 

(1 - X 4 ) 2 

-1,360 

1,062 

8 X 3 

(1 + x 4 ) 2 

-0,7352 

-0,5743 

- 6 x 4 + 6 X 3 + 

15 X 2 - 12 X + 5 

-1,929 0,8874 

(X 3 - 6 X 2 

5 + 5 X) 2 

Kürzen Sie durch (s - 1) 


4 3 

5 S + 4 S + 3 

s 2 + 2 s + 1 

26,30 61,03 

2 (X 2 + 25) 

(25 - X 2 ) 2 


0,1426 0,1095 

4 (X 2 + 5 X + 

J 1 

20,51 -19,00 

(X 2 - l) 2 


1 (t 1 / 3 - t 2 ' 3 )- 

■2 

-12,79 16,94 


v/x 
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4. Ableitung einer Funktion 


4.50 a) 

b) 

c) 

4.51 a) 


x - 5 / 12 _ 4 x -2/3 

12 (fc< - l) 2 

1 - X 

2 v'x (x + l) 2 


35 - 25 


33 ß ±y> ~ 27 | 


9,381 -11,27 

0,4865 -0,0351 

0,9571 -0,1821 


4.52 a) - 


sin x 
2 cos x 


b) 


sin x 

c) 2 tan x (1 + tan 2 x) 

4.53 a) cos x - x sin x 
c) 2 + tan 2 x 

4.54 a) x sin x 

c) --- 

1 + COS X 


c) sin 2x d) -sin 2t 

. . 2 sin x 
b) -3 

COS X 

d) -2 cot x (1 + cot 2 x) 

b) a cos x - (a x + b) sin x 

d) 2 + tan 2 x + cot 2 x 
. . 2 sin t 


(1 + cos t) 
sin x _ cos x 
cos 2 x sin 2 x 


4.55 Da die Kettenregel noch nicht zur Verfügung steht, wenden 
wir die Formel sin 2a = 2 sin a cos a an. 


y'(t) 

= 2 cos 2t 

a) 

1,8262 

b) 0 

4.56 f'(t) 

= 2 t sin t + t 2 cos t 

a) 

0,0430 

b) 0,1591 

4.57 y'= - 

x cos x - sin x 

a) 

-0,0333 

b) -0,1698 


4.58 

















4. Ableitung einer Funktion 
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4.59 a) S(J|^t|) = S (0,785 | 0,707) <p = 70,53° 

b) s l( f|o) s 2 (||!3) 

k: -1; -2 in S 1 ip 1 = arctan 2 - arctan 1 = 18,43° 

k: - 1 in S 2 <p 2 = arctan 1 + arctan ^ = 71,57° 

C) im * = COS X =» S(0,666210,7862) <p = 90° 

d) 2 sin x cos x = sin x => sin x = 0 v cos x = ^ 

S^OlO) k = 2 bzw. 1 <p ± = 63,43° - 45° = 18,43° 

S 2 (tt| 0) k = - 1 bzw. 2 <p 2 = 135° - 63,43° = 71,57° 

S 3 ( ?|^T ) k = 2 bzw> _1 IP 3 = 45° + 26,57° = 71,57° 

4.60 i = v Q cos a $ = v Q sin a - g t 

4.61 



01234567 01234567 01234567 



y = sec x 


cos x 


siehe Aufgabe 4.51 b) 







4. Ableitung einer Funktion 
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a) 

a e ax 


e °, 2a a e 0,2a 

b) 

-e -x 


0,8187 -0,8187 

c) 

x e x (2 + 

x) 

0,0489 0,5374 

d) 

1 - X 

X 


0,1637 0,6550 


e 



e) 

y = x 

y' = i 

0,20 1 

f) 

y = x x 

y' = 2 x 

0,0400 0,4000 

g) 

sin x 


0,4825 -0,1627 


e x 



h) 

COS X 

e x 


-0,3199 0,8024 

i) 

e x (cos x 

- sin x) 

1,1971 0,9544 

a) 

S(0|1) 

y = x + 1 


b) 

S(0|1) 

y = - c x + 1 


c) 

S(0|1) 

y = - ln(a x + 

1) 

d) 

S(0|1) 

y = - c ln(a x 

+ 1) 

a) 

S(110) 

y = x - 1 

P(||-0,6931) 


y = 2 x - 

1,693 Q(2|0,6931) y = 0,5 X - 0,3069 

b) 

S(1|0) 

y = 0,4343 X - 

0,4343 P(||-0,3010) 


y = 0,8686 

X - 0,7353 Q(2|0,3010) 


y = 0,2171 

X - 0,1333 


c) 

x = 2 y ; 

S(1|0) y' 

= lf ^ 427 y = 1,443 X - 1,443 



y 

= 2,885 X - 2,4427 


Q(2|l) 

y 

= 0,7213 x - 0,4427 

d) 

S(1|0) 

y' 

’ = 2 X ln 2 y = 1,386 X - 1,386 


P(||-0,5858) y 

= 0,9803 X - 1,0759 


Q(2|2) 

y 

= 2,773 X - 3,545 

a) 

y' = 1 + tan 2 x y' 

" =2 (1 + tan 2 x) tan x 

b) 

y' =2 sin 

x cos x = sin 2x y'' = 2 cos 2x 

c) 

y' =3 sin 

2 x cos x y' 

’’ = 3 (2 - 3 sin 2 x) sin x 


3 sin^x cos x 


y'' = 3 (2-3 sin^x) sin x 
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4.72 a) y' = sin x + x cos x y" = 2 cos x - x sin x 

y''' = - 3 sin x - x cos x 

b) y' = 2 x cos x - x 2 sin x 

y" = 2 cos x - 4 x sin x - x 2 cos x 
y= - 6 sin x - 6 x cos x + x 2 sin x 

c) y' = e x (x + 1) y" = e x (x + 2) y 

4.73 n e IN Wiederholte Anwendung von (x 11 ) ' = n x‘ 

^(n) ___ ,.,.„0 


= e Ä (x + 3) 
,n-l 


y'“' = n (n - 1) (n - 2) _ 2*l*x = n! 0! 

Die nullte Ableitung ist die Funktion selbst. 


4.74 a) y' = 4 x 
„(4) 


6 X 


24 


,(5) = 


y' 

b) z' = 15 y 2 - 6 z' 

c) f'(u) = -3 u 2 + 4 u 

f( 4 > = ... = 0 
3 


y'' 


30 y 
f" i 


12 X - 6 


y' " = 24 x 

*( 4 > = ... = 


d) s = 4 t 

s ( 4 ) 


9 t 


24 


s = 12 t - 18 t 

s ( 5 > 


e) f'(z) = 8 z- 9 z- 1 

f"'(Z) = 48 Z - 18 f 

f) G' = 6 V - 2 G" = 6 

4.75 a) y' = 4 x - 4 y" = 4 


f''(z) = 24 Z - 18 
( 4 )(z)= 48 f( 5 > 

(4) = .. 
( 4 ) = 


(z) = 
. = 0 


y'" 


y(i) =3 y' (i) = o 
y(-2,35) = 25,45 
y''(-2,35) = 4,00 
b) y' = 9 X 2 - 12 X + 2 
y (4) = o y(l) = -5 

y'''(i) = 18 y (4) 

y'(-2,35) = 79,90 
Y' ''(-2,35) = 18 


y" (1) = 4 y" ' ( 1 ) = . . . = 0 

y'(-2,35) = -13,40 
y'"(-2,35) = 0, 

y" = 18 x - 12 Y' ' ' = 18 
y'(l) = - 1 y" (1) = 6 

= ... =0 y(-2,35) = -80,77 

Y’ '(-2,35) = -54,30 
y (4) (-2,35) = 0 
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60 X - 36 X 


y" ' = 120 x - 36 ; 

y ( 1 ) = -22 y'(1) = 9 
y (4) = 120 
y(-2,35) = 185,9 
y''(-2,35) = 416 
y (4) (-2,35) = 120 
4.76 a) y=ax 3 +bx 2 +cx+d 


r (4) 


120 


„(5) = 


= 0 

4 y'" (i) 

y'-'(l) = ... =0 

y' (-2,35) = -352,0 
y'" (-2,35) = -318 


y"d) 


Man bilde die Ableitungen und setze x = 1 und die Werte 
der Ableitungen für y', y'', y" ' ein, dann erhält man 
das Gleichungssystem: 

f(l) =-l a + b + c + d = -1 

f' (1) = 0 3 a + 2 b + c =0 

f"(l) = 2 6 a + 2 b =2 

f"'(l) =6 6 a =6 


Man findet: a = 1 b = -2 c = 1 d = -1 

y = x 3 -2x 2 +x-l 
b)y=2x 3 -4x+2 

4.77 Die Diskriminante der quadratischen Gleichung 
Ax 2 +Bx + C= 0 ist D = B 2 - 4 A C 
y = ax 3 + bx 2 + cx + d y'=3ax 2 + 2bx + c 

y'= 0 darf keine reellen Wurzeln haben, die Diskriminante 
der Gleichung muß negativ sein. 

(2 b) 2 - 4 ♦ 3 a c < 0 =* b 2 < 3 a c 


4.78 a) 4 x 3 dx 

b) 

(10 x 4 - 6 x) dx c) (6 

x 2 + 4) dx 

d) e X dx 

e) 

- sin x dx f) (1 

+ tan 2 x) dx 

4.79 aa) dy = 4 dx 

dy = 8 


4 0,4 

0,04 

Ay = 80 


15 0,464 

0,0406 
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ab) dy = 4 dx 

dy = 8 4 0,4 0,04 

Ay = 460 53 0,591 0,0417 

ac) dy = 10 dx 

dy = 20 10 1,0 0,1 

Ay = 60 18 1,062 0,1006 

ad) dy = e dx 

dy = 5,437 2,718 0,2718 0,0272 

Ay = 17,367 4,671 0,2859 0,02732 

ae) dy = -sin 1 dx = -0,8415 dx 

dy = -1,6829 -0,8415 -0,08415 -0,008415 

Ay = -1,5303 -0,9564 -0,08671 -0,008442 

af) dy = (1 + tan 2 x) dx = 3,4255 dx 

dy = 6,851 3,426 0,3426 0,0343 

Ay = -1,700 -3,742 0,4074 0,0348 

ba) dy = 1,94 dx 

dy = 0,3488 0,01938 0,001938 

Ay = 0,4881 0,01975 0,0019472 

bb) dy = -0,9074 dx 

dy = -0,1633 -0,00907 -0,000907 

Ay = -0,1340 -0,00839 -0,000906 

bc) dy = 7,701 dx 

dy = 1,386 0,0770 0,007701 

Ay = 1,551 0,0775 0,007706 

bd) dy = 2,193 dx 

dy = 0,3948 0,02193 0,002193 

Ay = 0,4326 0,02204 0,002194 

be) dy = -0,70711 dx 

dy = -0,1273 -0,007071 -0,0007071 

Ay = -0,1380 -0,007106 -0,0007075 

bf) dy = 2 dx 

dy = 0,3600 0,0200 0,002000 

Ay = 0,4449 0,0202 0,002002 

4.80 V = a 3 AV = 3 a 2 Aa V = (2515 ± 28) cm 3 

^ = 3 ^ = ± 0,011 = ± 1,1% relativer Fehler von V 
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4.81 d = (8,52 ± 0,03) cm d = 8,52 cm Au = ± 0,094 cm 

u = (26,766 + 0,094) cm ^ = ± 0,00352 = ± 0,35 % 

AA = ± 0,40 cm 2 A = (57,01 ± 0,40) cm 2 

^ = ± 0,007 = ± 0,7 % 

A 

4.82 AC = 4 TT e Q Ar = ± 0,056 pF C = (11,13 ± 0,056) pF 

^ = ± 0,005 = ± 0,5 % 

1 1 

4.83 T = — I 2 AT = — \ 1 2 Al 

Vq Vq 2 


AT 1 LI 

T 2 1 





5. Verkettete Funktionen, Kettenregel 


5.01 a) 

y = v'z 

z = 

3 x 2 - 4 


b) 

’"5i 

z = 

(2 x - l) 3 


c) 

y = $£* 

z = 

2 X 2 - 1 


5.02 a) 

y - z 2 

z = 

2 x + 1 


b) 

y - z 3 

z = 

3 (X 2 - 2) 

- 5 

c) 

y-4 

z = 

5 i/x - 3 







5.03 a) 

y = sin z 

z = 

2 X 


b) 

y = cos z 

z = 

5 t + \ 


c) 

y = z 2 

z = 

sin u 

u = 3 : 

5.04 a) 

y = e z 

z = 

5 x 2 + 2 


b) 

y = e_z 

z = 

M* 


c) 

y-S 

z = 

e u 

u = 2 : 

5.05 a) 

4 (2 X - 3) 



0,36 

b) 

6 (3 X + 5) 



73,96 

c) 

24 U (2 + 3 U 2 ) 

3 


1595,4 

5.06 a) 

6 (X - 1) (X 2 - 

2 X 

+ 5) 2 

65,94 

b) 

2 (6 X 2 - 5) (2 

x 3 - 

- 5 X + 1) 

2,384 

c) 

3 (V - i) 2 (1 + 



0,0493 


-2,40 

51,60 

7270,2 

19,59 

-11,2403 

0,6834 


a) 

I (X- 1 / 3 - X- 2 / 3 , 

0,00393 

b) 

(x + X 1 / 4 ) 3 (X- 3 / 4 + 4) 

25,48 

c) 

-( 0 f" 1/3 -2 a) (a _4/3 + 6) 

-3,106 

a) 

6 x 

3,6932 


/ 6 X 2 + 5 


0,0370 

55,25 

-14,44 

1,9495 



5. Verkettete Funktionen, Kettenregel 


27 


b) 

c) 


5.09 a) 
b) 


4,5 

✓ 9 X + 2 

4 ß + 2,5 
/ 4 ß 2 + 5 ß 
1,5 X - 2 

✓ X - 2 
18 x - 3 

✓ 4 X - 1 


c) 


5.10 a) 


b) -6 (4 x - 3) 


3,5777 

3,4293 

beide Werte 

7,0177 

0,5831 

0,2155 

0,4141 


1,2578 

2,1287 

nicht reell 
9,5416 
2,0580 

-0,1486 

-1,3803 


C) 


1 

3 


( V 1 '* + 2)- 7 ' 3 T , 3 ' 4 


5.11 a) 

b) 

c) 


24 X - 12,5 X 2 
✓ 12 - 5 X 
3 x - 1 
2 ✓ X - 1 


2 \/t 


5.12 a) 


_ 2 _ 

/ (2 - X) (2 + X) 3 


b) 


c) 


b) 

c) 


_2_ 

/ (2 + X) (2 - X ) 3 

3 z 2 + 8 z + 1,5 

/ (3 z + 4) 3 (2 z- l) 2 
- 4 x _ 

/ (2 - x 2 ) (2 + x 2 ) 3 
_4_x_ 

/ (2 + X 2 ) (2 - X 2 ) 3 

_ a b _ 

V (a - b x) 3 (a + b x) 


0,2264 

3,5273 

0,9839 

0,4820 

0,5000 

2,0000 

0,4974 

0,4035 

2,4785 

1,3628 


-0,0216 

4,4091 

2,9069 

2,8299 

-0,3906 

1,5625 

0,5368 

-1,005 

6,1756 

0,3744 



28 
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5.14 a) 

b) 

c) 

5.15 a) 

b) 

c) 

5.16 a) 

b) 

c) 

5.17 a) 

b) 

c) 

5.18 a) 

b) 


3 X - 2 X + 1 

3 y ((X - 1) (X 2 + l)) 2 

_2 a_ 

3 V (a + x) 2 (a - x) 4 

V (<* - yV - y 2 ))~ 2/3 

3 cos 3x 
a cos ax 

0,5 cos(t/2 + tt/4) 

cos Vx 
2 Vx 

cos V2 x + 3 


✓2 X + 3 
a cos Va. t + b 


2 ✓a t + b 
-5 sin 5x 

-sin(x - |) 
r sin ✓r t 
2 i/r“t 
sin x 


2 vcos x 
x sin x 2 


c) 


V cos x 2 

_ (1+2 x 2 ) sin(x 
/ 1 + x 2 


v/T" 


0,7873 

1,3006 

1,8314 

-0,4425 

-0,6430 

0,9829 

0,8891 

0,7296 

0,8347 

0,9602 

0,7798 

-0,0167 

0,6020 

0,3611 


JCJL 


(b X + er 1 

Werte nicht definiert 
b) sin(2x + 

5.20 a) 3 cos 3 x - 2 cos x 


0,4882 

0,1224 


1,5703 

0,3153 

3,0422 

-2,6903 

-2,4508 

0,0922 

0,2089 

-0,2943 

-0,4091 

1,3971 

-0,6260 

-0,6613 

-0,7742 

-3,2944 

-2,3703 


0,2163 

-0,5820 
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b) x tan x (2 x tan x + 3 tan x + 2 x) 

11,432 

c) | a -1/3 (1 + tan 2 (a 2/3 )) 2,1156 

5.21 a) 2 x tan x (x tan 2 x + tan x + x) 


(c x - d) 

ad+bc*OA (a,c) * (0,0) 

(sonst keine Funktion von x, sondern eine Konstante) 

-0,3717 -5,0444 


c > 3-Fx 


2(a b Vx + x) 


2 (b x + vTlc) 


c) 


2 7 


-0,8565 


2,2355 



5. Verkettete Funktionen, Kettenregel 


_ - 3 a x 

(x 2 + 2 a 2 ) (x 2 - a 2 ) 

0,8 a 2 x 


nicht definiert, 
(komplex) 


4 x - 2 
6 ln(3 X - 4) 


beide Werte nicht definiert (komplex) 


7,5 ln (5 t - 3) 
5 t - 3 


x vä+x 

5.29 a) - 0,5 tan x 
. . tan v/x 


' cos 2x 
c) - 2 tan ß 

5.31 a) - 2 tan x ln(cos x) 

.. a (1 + cos ax + sin ax) 

’ 2 (1 + cos ax) (1 + sin ax) 


0,1658 

0,7543 

-1,4158 

0,3973 

1,4158 

-0,3973 

-0,5076 

-1,2861 

-0,7816 

-0,8868 

0,3796 

-1,0729 

:, komplex 

-2,712 

definiert 

2,712 

-2,0302 

-5,1443 

1,0305 

5,2221 

0,2109 

-7,8265 


cx + d ad-bc 
a x + b (= x + d) 2 

^ - X + ^ = eine Konstante = 


Hier ist: | c d | - 0 = ein- 

f(x) = - 1,1774 = Konstante f'(x) = 0 

5.32 a) k e kx k = 2 11,023 

b) 3 e 3x-5 0,2466 


c) 2 x e 3 


4,2207 


10,130 
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d) 

3 X 2 e x 

5,6294 

24,319 

5.33 a) 

4,605 10 2X+1 

2511,9 

11567,7 

b) 

10* 

1,151 —— 

12,458 

13,093 


Vx 



c) 

1 

1,4832 

0,3371 


2 Vx + 1 



d) 

- | t 10 S' 2 ln 10 

0,3311 

-0,6100 





5.34 a) 

x a ln a 

2,1631 

4,5517 


/ x 2 - 1 



b) 

K a ln a k - 2 

3,3647 

4,3755 


2 Vx - 1 



c) 

5 X-2 ln 5 

0,2759 

0,4441 

d) 

6 sln “ (ln 6) cos <x 

5,3121 

3,4489 

5.35 a) 

k sinh kx 

5,5569 

10,932 

b) 

3 x 2 e 3x (x + 1) 

63,242 

347,83 

c) 

x 2 e x 

1,0011 

3,2762 


(x + 1) /x 2 - 1 



d) 

e X (x - §> (x - l)- 2 / 3 

1,9416 

5,1776 


VZ 



5.36 a) 

e 

2,9905 

1,3650 


2 Vx 



b) 

Vx 

ln a a vx 

3,5757 

1,8984 


2 Vx 



c) 

V J^ (X 2 + a 2 )- 2 ' 3 

9,6687 

1,5026 

d) 

- 4 o >/3 ^ ln c c „ 0 

Werte nicht 

definiert 
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5.37 

P 1 (3,12|-2,498) 

y' 

ii 

*<|M 

-0,4003 

5.38 

P 1 (6|-2,657) 

y' 

y-^3 

-0,7071 

5.39 

P 1 (2,5|2,795) 

y' 

_ 3 X 2 

4 y 

1,6771 

5.40 

P 1 (l,2|-4,535) 

y' 

_ 2 (1 - x) 

2 y + 3 

0,06590 

5.41 

P 1 (-2|3,747) 

y' 

= -(y/x) 1/3 

1,233 

5.42 

P 1 (l|2,828) 

y' 

= -0,75 

-1,061 

5.43 

P 1 (2|0,6021) 

y' 

2 

x ln 10 

0,4343 


5.44 x y = 


k n 

y + x y' =0 

a) / ~ 2 ' = ■ . 
/ 1 - 4 x 2 

c) 2 


Für P gilt: 


x y - 2 

y' = -2 tt 


✓ * - X 2 




arcsin x 


5.46 a) 


A - * 2 — 2 

c) - 


b) 


k sin x 
k_ 




5.47 a) 

c) 

5.48 a) 


✓ 1 - k 2 X 2 

- 2 x 


A - x 4 


2 arccos x 


/ (2 - x 2 ) (X 2 - 1) 

_1_ 

V2 x (1 + x) V'l - x 


b) 


/rr? 

1 < | X | < V2 

0 < x < 1 

-2a 


5 « •> ^ -äi h - x 


bl /b 2 - , 2 
' b + a cos x 


|b| < |a| 
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c) 

5.50 a) 

c) 

5.51 a) 

c) 

5.52 a) 

c) 

5.53 a) 

c) 

5.54 a) 

b) 

5.55 a) 

5.56 a) 

5.57 a) 

5.58 a) 

c) 

5.59 a) 

b) 

5.60 a) 


x + 1 
k 


b) 


2 (1 + x) v'x 


b) 


(X - 0,2) + 9 


2 a x 
4 4 

x + a 


(1 + x ) arctan x 

_Ojj_ 

(1 + x 2 ) ^arctan x 
arctan x 


b) 


/1T1? 


b> 


x (1 + ln x) 


i*i < i 


- 2 x arctan (| - S,*] - 8 1 f ' ^ ( *V P 

y* 2 > 4 a 2 + (2 — a 2 ) 2 x 2 


1 X 

— arccos — 
x 2 




b) 

arctan ^ 

k cosh x 

b) 

k 

sinh ky/x 

c) 

cosh x 

2 v'x 

sinh 2 x 

coth x 

b) 

2 


c) 

2 

sinh 

2x 

sinh 2x 

y , . : 

4 cosh x 


b) 

e °°sh x slnh 


e tanh x (1 . tanh 2 x) 

2 x cosh x 2 

sinh 2x c) (sinh x) x (ln(sinh x) + x cosh x) 
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c) (sinh x) cosh x |sinh x ln(sinh x) + 


a) 2 cosh x cos x b) 2 (1 + cosh 2x) 

y' = - sin x + sinh x Nur für x = 0 wird y' = 0 

Für Punkte der Umgebung von x = 0 findet man mit dem 
Rechner stets y > 2 T(0|2) 

a) S(0|0) k = y'(0) = cosh 0 = 1 =* a = 45° 

b) S(0|0) k = y'(0) = —= 1 =* a = 45° 


a) y" = sinh x = y 
Alle vier Funktionen 


b) y '' = cosh x = y 


(1 - x‘) V 2 - x 


2 (1 - x ) v'artanh x 


a) e arsinh x 


c) arcosh (vx +1 + x) 


a) lny = 4* f = 1 ~ 2 ln * 

t>) y' = - ^ (1 - ln X) 


c) y' = y ln(a + b x) + - 
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571 *> y - y 5 (i-T-BI - 5 ln < a + b *>) 
b) y' = - y ^2 (int 1 + 5) + 1) 

Variante: y = z z mit z = 1 + x 
y' = y (1 + ln z) z' 


c) y' 


(1 + x)* 
5.72 a) y' = y (—2= 


[ind + i) - lj 
ln tan xl 


-> V' - -v (dra ♦ 

c ) y' = y ( |xh~x " sin x ln ( sin x >) 

l-x 

5.73 a) y' = - 2 - - (1 - ln^^) 

'■1 - X'' (1 + x) 1 - x' 

b) y' = (sin x) x |ln(sin x) + x cos x| 

_» v , = 1 / x - 2 ( 1_ 1 

y 2 / (x - 1) (x - 4) [x - 2 x - 1 

y'(5) = - 0,397 


X _ x _ 0,5 

X 2 - 3 x 2 - 1 X - 2 

4,5 


5.74 a) y' = y 


b) y' = y \-ö - 

(x - 1 (X + 5) (x - 4) 


5.75 a) y' 


b) y' = 0,2 y 


3 Ix - 5 x + 2 x-lj 

1 j. 1 2 x 


'X — 1 X + 2 X 






6. Näherungsverfahren von Newton 


6.01 

a) 

X = -0,9101 

b) 

X = 0,9758 




6.02 

a) 

X = 0,7394 

b) 

X = -1,3727 




6.03 

a) 

X = 1,4956 

b) 

X = -1,4036 




6.04 

a) 

X = -2,7443 

b) 

X = 4,2391 




6.05 

a) 

X x = 0,2008 


X 2 = 1,1846 





b) 

X ± = -3,0700 


X 2 = 3,7059 




6.06 

a) 

X = 2,4895 

b) 

X = 3,1797 




6.07 

a) 

X 1 = 0,01605 


X 2 = 0,8291 





b) 

X 1 = 0,004915 


X 2 = 0,8899 




6.08 

a) 

X 2 = 0,1974 


X 2 = 2,8766 





b) 

X 1 = 5,818*10 _4 


X 2 = 9,7247 




6.09 

a) 

x x = 7,945‘10" 5 


X 2 = 4,7794 





b) 

X = 0,3681 






6.10 

a) 

x 1 = 0,2217 


x 2 = 1,2523 





b) 

X x = 1,5195 


x 2 = -7,6190 




6.11 

a) 

X ! = 0 


X 2 - ± 4,2748 

X 4, 

,5 

= + 7,59 


b) 

x x = 1,1323 


x 2 = 4,5336 

X 3 

= 

7,7401 



X. = -4,4286 

4 


x 5 = -7,7060 





c) 

x 1 = 0,8535 


X 2 = 2,6007 

X 3 

= 

5,0311 



X. = 8,0186 


X 5 = -1,8264 

X 6 

= 

-4,8572 



X ? = -7,9541 






6.12 

a) 

X = 0,4502 

b) 

X = 1,0299 





c) 

X 1 = 2,0733 


X 2 = 4,9529 

X 3 

= 

7,0043 



7. Kurvenuntersuchungen 


Man geht nach 7.2 des Lehrbuchs vor: f ' (x) = 0, nach x auflösen, 
prüfen, ob und welches Extremum vorliegt. 
f(x) gibt dann die Größe, den Extremwert an. 

In den meisten Fällen der folgenden Aufgaben wird f"(x) zur 
Entscheidung herangezogen. ...^ 


7.01 a) T(0|-4) 
c) T(11 0) 

7.02 a) T (a_J_fe|_ (* - b> 2 ] 
» t[- s+J>|- 


b) T(l,5|-0,25) 


C) H( 1 |0,667) T(-l|—0,667) 

7.03 a) H(0,423|0,385) 
T(l,577|-0,385) 

b) H(l,423|0,385) 

T(2,577|-0,385) 

c) T(11 0) 
f monoton fallend 



f(0 ± h) < 0 

W(0|1) kein Extremum 


7.04 a) T(1|2) 

b) H(1|0,5) 
f'(x) = 


H(-l|-2) 

T (- 1|-0 , 5 ) 


(1 - X) (1 + X) 

(1 + x 2 ) 2 
der Zähler wechselt bei 


; ±1 das Vorzeichen. 


C) 

H(-0,25|-8) 

T(0,25 | 

8) 

a) 

H( 3|-6) 

T(1|2) 


b) 

H(-7|-14) 

T(l|2) 


c) 

H(-l|2) 

T(1|0) 


a) 

H(-0,438|1, 

781) 

T( 

b) 

H(l,4142|-33,971) 

T( 

c) 

H(1,0608|-6 

,9705) 

T (■ 



T(-4,562|-0,281) 
T(-l,4142|-0,02944) 
T(-l,3466|-0,2295) 


1 Im gesamten Abschnitt steht k in Ausdrücken der Form k 2n, _ 

für k e Z. 
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7.07 a) f '(x) = 


6 X - 3 x 


2 x V 3 - x 
der Zähler wechselt bei 
x = 2 das Vorzeichen. 

H(2 | 2) 

Randminimum T(3|0) 
Doppelpunkt 0(0|0) 

b) Halbkreis: M(l|0) r = 1 
x - 1 



f'(x) 


H(1|1) 


/l 


C) f '(X) - 


6 x - 2 x 


H(3|5,196) 


/ 2 X - X 2 
Randminima: T^(0|0) T 2 (4|0) 


7.08 a) |x| ü |a| * 0 

E(0,5 aI1,299 a |a|) 


■ H für a > 0 


sgn f' 


f, (x) = (a - 2 x) (a + x) 
/a 2 - x 2 

f”(x) - 2 * 3 - 3 a2 * - -a^- 
(a 2 - * 2 ) /a 2 - x 2 

= -sgn a 


E = T für a < 0 
Im Punkt (-a|0) hat die Tangente an den Graphen der 
Funktion gleichfalls die Steigung 0. sgn x = sgn a y ; 
b) |x| s |a| * 0 

y' - 


sgn x = sgn a y < 0 


y' = 0 =* - 


v a x - x 2 
2 x - a 


a. . ^ x 2 y a x - x 2 
x = 0,75 a H(0,75 a|l,299 |a|) 

c) wie b) |x| s |a| 


Randminimum: T(0|0) 


y' = 1 + - 


Sl 


mit sgn x = sgn a 





7. Kurvenuntersuchungen 


Aus y' = 0 folgt 2 x - a = 2 ■</ a x - x 2 mit x a weil 
sonst der Wurzelwert negativ wäre. 

x = 0,8536 a H(0,8536 a|l,2071 a) für a > 0 
und x = 0,1464 a H(0,1464 a|-0,2071 a) für a < 0 
Randminima: T 1 (0|0) T 2 (a|a) 


7.09 a) T(e|e) 
b) H(e||) 


c) 



also: T(0,3689|0,6922) 






H 





— 

-o- 


"- 

-- 

/ 






f 







r 






_i 

r 






□ 

f 






II 








7.10 a) H|e|e 1/e ] 

also: H(2,7183|1,4447) 

b) x H = ^ + k 27 t 

x T = 1 -£- + k 2 n (k € Z) 

H 1 (2,356|7,461) 
H 2 (8,638|3994,4) 

(5,498|-172,641) 
T 2 (-0,785|-0,3224) 



0 2 4 6 8 10 
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y = Vl - cos x 




7.13 a) Quadrat mit Seitenlange x = y = ^ 

b) Quadrat mit Seitenlänge x = y = H 


7.14 Quadrat mit Seitenlänge 

7.15 d = 2 r x = y = r 

7.16 Basis = 2 x Höhe = y 
NB: X 2 = y (2 r - y) 

f (y) = A 2 = 2 r y 3 - y 4 . 


A max [4 J 

<Vi„ - 5 'f 

h - 
max 2 


A max " 2 r 
A = x y ... Max! 
(Höhensatz, Thaieskreis) 


Max! 


(y = 0 unbrauchbar) 

2 ' - “ max~ —4~ * gleichseitiges Dreieck 

7.17 Bogenlänge = x Radius =y U=x+2y _ Min! 


3 2 


= 


U(y) =2Ay A +2y ... Min! 


<p = 2 = 114,6 


7.18 Kleinere Parallelseite = 2 x Schenkel = y 


U = 2 (x + y + r) ... Max! NB: y = 2 r (r - x) 
U " 2 

f (y) = 3 = 2 r 


2 r 


y = r x = | 

U max = 5 r (halbes regelmäßiges Sechseck) 

7.19 Basis = 2 x Höhe = y A = x y ... Min! 

NB: 2x:y=(2x-s):s (ähnliche Dreiecke) 

2 s x 2 


f (X) = 


2 x - s 


... Min! x = : 


y = 2 


min 


= 2 
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7.20 Länge a = 2 X Breite y 


Umfang U = 4 x + 2 y ... Max! 


U = f(x) = 4 x + 2 v r- x* ... Max! 


7.21 A = sin 7 ... Max! f(y) = sin r r = 90 A ffiax = |- 
Planimetrische Überlegung: Die Höhe auf einen Schenkel s muß 
ein Maximum werden. Das ist bei r = 90° der Fall. 


b : c = sin ß : sin r und ß = 180° - a - y° 
—— sin a sin (7 + a) 


f(a) = sin a sin(y + a) ... Max! 
a = ß = 90° - | a = t 


7.23 K (x)- ~ 2x ... Ext! 

(1 + e ^) 1 ' 3 


_ 1 (1 - 2 
2x. 3 


x = -0,347 y = 0,707 


(1 + © 2x ) 1,5 



7.24 Grundkante = x Höhe = y 

Höhe im Seitendreieck = z 


NB: zs /r + y 


x = v 4,5 V y = v 6 V 


x : y : z = 1 : VT' : 1,5 


= 4 X = ✓ 288 V 


7.25 V = ti x y ... Max! 


NB: O = 2 Tr x + 2 ti x y 


V = f(x) = f ( O x - 2 tt x J ) ... Max! 


gleichseitiger Zylinder 
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7.26 O = 2 ir x + 2 n x y ... Min! 

f(x) = 2 TT x*+ 2 V X _A ... Min! 

^T 


NB: V = tt x y 


2 TT 

7.27 a) Radius x 
NB: V = ■ 


„ 2 ^ 
y = 2 x 
Höhe y 




Aj^ = tt x / x 2 + y 2 
x = 3 /TYT 

V TT v'? 


Mantellinie z ^ = tt x z ... Min! 
z = /x 2 + y 2 

f(x) = TT 2 x 4 + 9 V 2 x~ 2 .. Min! 
y = x /2 z = x /3 


x : y : z = 1 : i/2 : v'J ^ min = J 4,5 V 2 tt /3 
b) Ansatz wie oben, jedoch ohne Quadrieren der Zielfunktion. 
._2 . /tt 2 x 6 + 9 V 2 


'Z 2 TT v/ 


2 t/2 : 


v/2 

/ 72 tt V 2 


7.28 Pyramidengrundkante = x Höhe = y 

Der Höhensatz im Diagonalschnitt ergibt die Nebenbedingung: 


— = y (2 r - y) 

f(y) = 2 r y 2 - y 3 ... Max! 

Höhe = 2 y 


7.29 a) Radius 
NB: x 2 
Y = 


V = ±2y(2r-y)y 
„ _ 4 _ „ 64 r 3 


2 tt x y . . . Max! 


y = r 


r y - y ... Max! 
4 TT Vz 3 


✓3 

b) An = 4 TT X y 


y t/2 


7.30 Siehe 7.16 


max 

tt 2 


2 tt r gleichseitiger Zylinder 


x y ...Max! NB: x 


y (2 r - y) 


f(y) = 2 r y - y ... Max! 

V = r = v 

max 81 27 Kugel 
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7.31 Seite des Kegels = y 


= y - r Ajj = u r y 

y = vT r h = vT : 

rr vT 

tan a , 

tan(a + <p) ‘* Max ‘ 

— Kj — tan(a + <p) -: 


tan (oc + <p ) 

sin(a + <p) cos(a + <p) - sin oc cos a = 0 |-2 

sin(2a + 2<p) - sin 2a = 0 
2. Summensatz: 2 sin^| cos 4 “ + = 0 

Somit: 2 a + <p = 90° a = 45* - 

7.33 y (t) ... Max! y = v - g t t= S 


•7.34 p x - R - F - - s . n a » + — - ... Mini 
f(a) = u sin a + cos a ... Max! tan a 

7.35 F cos a = G sin e + u (G cos e - F sin a) 


tan a = ß a = arctan m 


F _ G sin e + ß G cos e 
ß sin a + cos a 
daher: Nenner ... Max! 


. .. Min! Der Zähler ist konstant, 
tan a = ß a = arctan jli 


7.36 Für die Höchstgeschwindigkeit gilt: 

Die nach außen unter o wirkende Kraft darf nicht größer als 
die Reibungskraft sein: 

m R v cos oc - m g sin oc s ß (mg cos oc + m R v sin oc) 

Für die Mindestgeschwindigkeit gilt analog: 

m g sin a - m R v cos oc * ß (mg cos oc + m R v sin oc) 

Daraus erhält man: 


tan a - ß 
1 + ß tan oc 


ß + tan a 
1-4 tan oc 


Setzt man ß = tan p (p ... Reibungswinkel), so erhält man 


R g tan(oc -p) svs/Rg tan(o + p) 


g sin a cos a g sin 2a 
Maximum ist. Dann ist a = 45° 


ist Minimum, wenn sin 2a 
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7.38 a = g^ = ^|| = ru 2 (cos oc + X cos 2a) 
cos 2a = 2 cos 2 a - 1 a = f(cos a) = 2 X 
.) . = 0 cos « - - -L. * 8 — 


b) a ... Max! 
sin a = 0 


a = 0 

a = 180* a = r u" (X - 1) = -0,8 r w“ 

7.39 t = 4,09*C p max = 1000 

7.40 t = 30,6*C c . = 0,990 kcal/(kg grd) = 4144,9 


cos a = — 
a, = 79,3 


= 0 sin a + 4 X sin a cos a = 0 

(cos a = - j ist unmöglich) 
a = r (j 2 (X + 1) = 1,2 r u 2 Maximum 

a = r (j 2 (X - 1) = -0,8 r w 2 Minimum 

= 1000 


7.42 e = b - g ... Mini Aus der Linsengleichung wird b berechnet. 

e(g) = g^A ‘ g Minl e ' (g) = (g ~ f) 2 “ 1 

g " - 2 f b = 2 f e min " 4 f 

7.43 f (a) = -5-_ — a — 

(1 + a ) (1 + a ) 2 

N(0|0) H(l| 0,25) o _N _(Jj_ 

a = 1 R = R i = 500 fl ^ —I 

P max = 4^7 - °' 05 Watt \ 

-4 - 3 - 2-10 1 2 




L N 

3 

Jj_ 

—. 


1 




\ 





\ 





\ 





7.44 a) P = ---=■ ... Max! 

( R G + R L + V 

«V " R G + R L P V 


( r l + V 
+ R L + V 2 


V max 4 (R g + R L ) 
*V = R G ■ R L P G ma 
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7.45 P(t) = U m I ffl sin(ut) sin(wt + <p) ... Extremum! 

Somit (Summensätze): 

U m I m ( ) 

P(t) = —j— cos V ~ cos(2<dt + <p) ... Extremum! 

Es muß dann gelten: cos(2u>t + <p) = ± 1 

_ U_I_ 


(2 k + 1) n - 

2 (J 


min 

7.46 I(x) = 


P min " “ 2 — (° os * " 

... Max! NB: n = x y 


R + R. 


a n l x n 

Wir lassen den Nenner ein Minimum werden. 

/n R ’ / n R. 

Wir erhalten: x = /— „ y = /— 


außen innen 

i = I vCÜI 

max 2 / R 1 


bei maximaler Stromstärke. 


I = ■=• /—=—=— Weil x und y natürliche Zahlen mit 

max 2 y K a R i 

x y = n sein müssen, kann das errechnete Maximum in der 
Praxis meist nicht erreicht werden. 


7.47 H(x) = H 1 + H 2 = 
T 1 

H'(x) = - 3 ^= x ' 


2 2 TT X 2 IT (d - X) *•* 

-2 X 2 -2 
x - -TU «* - x > (- 1 ) 


min ir m ' : 

7.48 a) H(0|7) T(l|2) 

W(0,5|4,5) 
y = -7,5 x + 8,25 


vti + vr - 2 

für x = cm = 3,33 cm 
y = 10x 3 - 15x 2 +7 




Lh 





/ 


_z_ 

wv 

/ 



T_ 


/ 



tz 


rf— 


i 





-J- 

— 
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b) y = x 3 - 4 x 2 + 4 x 

H(0,667|l,185) T(2|0) 
W(l,333|0,593) 
y = -1,333 X + 2,371 



7.50 a) y = -x 3 + 10 X 2 H(6,667|148,1) T(0|0) 

W(3,333|74,07) y = 33,33 X - 37,04 

b) H(-0,395|73,2) T(5,062|-8,03) 

W(2,333|32,59) y = -22,33 X + 84,70 

7.51 a) H(± ✓ _ 8"|64) T(0|0) 

W(± 1,633|35,556) y = ± 34,84 X - 21,34 






7. Kurvenuntersuchungen 



b) y = x 3 - (a + b + c) x 2 + (ab + ac + bc) x-abc 

x E = l( a + b + c± v / a 2 + b 2 + c 2 -ab-ac-bc 
falls D > 0 y E = f(x E ) Xy = | (a + b + c) 

y = - 1 ( a 2 + b 2 + c 2 + 3 a b + 3 a c + 3 b c) x + 

27 O 3 + b 3 + c 3 + 25 a b c) + 

| (a 2 b + a b 2 + a 2 c + a c 2 + b 2 c + b c 2 ) 

c ) * E - ± /- | falls p < 0 y £ = ± 2 [^j 3 ^ 2 + q 


y = p x + q x w =0 

7.52 a) H(0|-0,25) 

y" kann nie 0 werden, 
daher kein Wendepunkt. 

b) T(0|0) 

W(± 2,309|0,250) 
y = ± 0,1624 X - 0,125 

c) y' = 2 x + ^ 

X 

kann nie 0 werden, 
daher kein Extremum. 

W(± 1,316|1,1547) 
y = ± 3,510 x - 3,465 
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7.54 Wendepunkt: x Q 


Extremwerte: 


b 

3 a 


2b - 9 a b c 

—17"?- + d 

_ - b t / b 2 -3 a c 


1,2 


3 a 


Für reelle Lösungen muß b a 3 a c sein, 

a) b 2 = 3 a c: x i = x 2 = - 3 ^ = x Q 

Waagrechte Wendetangente, daher kein Extremwert sondern 
ein Terrassenpunkt. 


b) b > 3 a c: 

Aus } 
und > 


_b 

3 a 


/ 


b - 3 a c 


x Q + h ist zu erkennen, daß die Stellen x 1 und 
x 2 auf der x-Achse symmetrisch zu x Q liegen. 

7.55 y' = 3 x 2 + 2 a x + b Für a 2 < 3 b keine Extrema. 

7.56 y' =3x 2 +2ax+b y> ' = 6 x + 2 a ^ = - § 

a) y w =0 x w =-^ muß Nullstelle sein, das ergibt die 

Bedingung 2a 3 -9ab + 27c = 0 =» c = ? . a 2 a 

z.B: a = 3 b = 0 c = - 2 y = x 3 + 3x 2 -2 

b) W(0|0) a = 0 a c = 0 y = x 3 + b x 

c) W(-2|y w ) y = x 3 + 6 x 2 + 13 x + c 


d) ^ 

e ) ^ : 


y' = tan 71,56 


H ( 1 /a + a 2 I |e E I /a + a 2 1 ) 


- 3 x“ + 3 X 
y = x 3 + 3 x 

W(0|0) 


*w y w : 


( LL 


h [ 2 1 (1 - a z ) I Fa (1^ - aV 

^ 3 l 2 - a 2 I 3 E I (3 l 2 - a 
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H 

f,/g-ö j 1^572 F l 3 ) 

W(0 | 0) 

*W = 

F l 2 

^°' 2 1 \ 48 E I J 

32 E I 

H 

f6 11 9 F l 3 ] 

wf 3 2 I 9 F j3 ) 

*W = 

9 F l 2 

[ 11|968 E IJ 

[ 11|1936 E ij 

352 E I 

H 

[11 Fl 3 ] 

(3 ± ,TT , 

1 Fl 3 1 


[2|384 E ij 

W l,2[ 6 1 

| 864 E ij 



4 

/q—^ j|4 VO, 2’ F l 3 ] 




F l 2 

'°' 2 375 E I J 

W; 

L (°l °) 

V 

60 E I 


i\ / ö~S 1 1 F 1 3 / 6 ] 



’S 

F l 2 

W 2 

^°' 6 375 E I J 



75 E I 

Siehe 7.48 7. 

62 Siehe 7.49 

7.63 

Siehe 7.50 

a) 

N(-0,5801|0) 

a) 

N (0,4262|0) 


a) N 12 (0|0) 






n 3 (io|o) 

b) 

(0|0) 

b) 

^(OlO) 


b) N 1 (-3|0) 


N 2 (l,1926|0) 


N 2,3 (2 I°> 


N 2 (4|0) 


N 3 (-4,1926|0) 




N 3 (6 | 0) 


7.64 


Gebrochen rationale Funktionen 

a) D = IR \ { 2 } 

JZ 

y' 


x — 4 x — 5 


y'' 


y''' 


(X - 2) 
18 

(X - 2) 3 
-54 


(x - 2 )-* 

Polstelle: x = 2 

keine reellen Nullstellen 



Asymptoten: x=2 y = x + 2 
Extrema H(-l|-2) T(5|l0) 
kein Wendepunkt 

Wertemenge: - m < y s -2 v 10 s y < » 
Hyperbel 
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b) D 

= IR \ { 4 } 



X 2 - 8 X + 9 

30 

y' 

(X - 4 ) 2 
, 14 

20 

y' 

3 



(X - 4) J 

10 


y"' =-4 

(X - 4) 4 
Nullstellen: x > 


± 3 


0 

-10 


-10 


x 2 - 9 
x - 4 


Polstelle: x = 4 

Hfl,3542|2,7085) 

T(6,6458|13,2915) 

kein Wendepunkt Asymptoten: x = 4 
Hyperbel - ® < y s 2,709 v 




- 




•l 




!\ 

T j 











; 




h\: 







y = x + 4 
13,291 s y < 


c) D = IR \ { - 5 } 
2 


X + 10 X + 4 
(x + 5) 2 


(X + 5) J 
-126 


(X + 5)* 

Nullstellen: x = ± 2 



Polstelle: x = -5 
H(-9,5826|-19,1652) 

T(-0,41742|-0,83484) 

kein Wendepunkt Hyperbel Asymptoten: x = 
Wertmenge: - ® < y s -19,1652 v -0,834884 


0 10 


-5 y = x - 
s y < oo 


5 


7.65 a) D = IR \ { 0 > 

y' = 2 x - ^ 


y'" - - =i t(±i 1 2 ) 

X 

keine reellen Nullstellen 
Polstelle x = 0 
kein Wendepunkt 


y=x 2 +-V 

_X 


Y 

— 



— 

7 

\ 





/ 


\ 



/ 



\ 

i 


/ 




V/ 






T 

T 




-4 -2 0 2 4 


Wertemenge: 2 s y < « Asymptote: x = 0 

axialsymmetrisch zur y-Achse ( gerade Funktion ) 
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b) D = IR \ { 0 > 
y' = 2 x + ^ 



N(1|0) T(-0,794|1,8899) 

Polstelle: x = 0 


W(1|0) y w = 3 X - 3 

Asymptote: x = 0 
gerade Funktion y e IR 



- 2-10 1 2 



7.66 a) D = IR \ {-3, 3} 
y / = -20 X 


<x‘ - 9/ 

= 60 (X 2 + 3) 

7 (x 2 -9) 3 

_ "240 X (X 2 + 9) 
y " (x J -9,‘ 

keine reellen Nullstellen 
H(0|-0,1111) 
kein Wendepunkt 
Polstellen: x = + 3 
axialsymmetrisch zur y-Achse 
Wertemenge: -» < y s - i v 
Asymptoten: x = - 3 


— 

± 



— 

t 

— 

— 




— 



Zu 


H ' 

V 

_ 

— 

3 



4 

P 



-4 -2 0 2 4 


1 < y < m 
x = 3 


y = 1 
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b) D = IR \ {-3, 3} 

Y'- ; 16 X 2 H(01 0,1111) 

(x 2 - 9) 2 

y" = 48 j x — kein wp 
(X 2 - 9) 3 

, , , _ -192 x (x 2 + 9) 

(X 2 - 9) 4 
Nullstellen: x = + 1 
Polstellen: x = ± 3 
-co<y<i v l<y<oo 
Asymptoten: x = 3 x = -3 



y = 1 gerade Funktion 


c) D = IR \ {-4, 4} 
_ 62 x 


_ 62 (3 X + 16) 
Y ' (16 -X 2 , 3 


y 1 '' 


744 X ( X * + 16) 


Nullstellen: x = ± 0,707 
T(0|-0,0631) kein WP 

Polstellen: x = ± 4 
Wertemenge: -» < y < -2 
Asymptoten: x = ± 4, y = 



-10 -5 0 5 10 


-0,0631 s y < » 
axialsymmetrisch zur y-Achse 


7.67 a) D = IR N {-1, 1} 

Y . ■ -X 2 * 1 
y 5 o 


,, = 2 X (X + 3) 

(1 - X 2 ) 3 

y... = 6 (x 4 + 6 x 2 + 1) 

y (1 - X 2 ) 4 

Nullstelle: x = 0 



-4 -2 0 2 4 


Polstellen: x = ± 1 
keine Extrema 
W(0|0) kw = 1 

Wertebereich = IR Asymptoten: x = - 1 x = l y = 0 
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b) D 


IR N { -2, 2 > 

, , 10 (X 2 + «) 

Y (4 - X 2 ) 2 
,, . 20 X (X 2 + 12) 

Y (4 - X 2 ) 2 

,, 60 (X 4 + 24 X 2 + 

y = - 5 -- 

(4 - X 2 ) 4 
Nullstelle: x = 0 
Polstellen: x = ± 2 -10-5 C 

keine Extrema W(0|0) = 2,5 

Wertemenge = IR Asymptoten: x = -2 x 

zentralsymmetrisch bezüglich des Ursprungs 
2 



C) D = IR 
Y" = 

y 9 '' 


y' 


1 - X 


2 x ['K - 3) 

(1 + X 2 ) 3 

5 -6 (x 4 - 6 x 2 + 1) 
(1 + x 2 ) 4 


0,6 

0,4 

0,2 

0 

- 0,2 

-0,4 

- 0,6 


Nullstelle: x = 0 
keine Polstelle 
T(-l|-0,5) H(1|0,5) 

W(0|0) 1^=1 

W(± 1,7321|± 0,433) ^ = -0,125 

Asymptote: y = 0 






w 





/ H 

V. 




i 






I w 



~" 5 


TJ 





w 






WM: [-0,5; 0,5] 
zentralsymmetrisch bezüglich 0 


7. 68 


1: 

x(x+4)/(x-2) 


f(x) 

2: 

DIF(#l,x) 

(x A 2-4x-8)/(x-2) Ä 2 

{’ (X) 

3: 

DIF(#2,X) 

24/(X-2)"2 

f” (X) 

4: 

SOLVE(#1=0,x) 

x=0 X=-4 

Nullstellen 

5: 

MS #2 -4 

2/3 

f'(-4) 

6: 

MS #2 0 

-2 

f'(O) 

7: 

SOLVE(#2=0,X) 

X=-l.4641 x=5.4641 

Extremstellen 

8: 

MS #1 -1.4641 

1.07179 

f(-l.4641) 

9: 

MS #1 5.4641 

14.9282 

f(5.4641) 

10: 

SOLVE(#3=0,X) 

1/0 

keine Wendest. 

11: 

LIM(#l,x,inf) 

unendlich 


12: 

E(xpand) #1 

12/(x-2) + x + 6 


13: 

14: 

x+6 

#1, #13 PLOT 

Zeichnen von Kurve 

und Asymptote 
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7. Kurvenuntersuchungen 


7.69 a) bis c) sind algebraische Funktionen, 
a) D = ]- 1; oo[ 

X + 2 


y' = 
y'' 


2 (X + l) 1 ' 5 
= + 4 ) 


2,5 


4 (X + l) 2 
Nullstelle: x = 0 
keine Extrema 
kein Wendepunkt 
Wertebereich = IR 
Asymp. (Polstelle): x = -1 

b) D = IR \ ]-l; 2] 

y' =- =± - 



I l/(X 


Y" = 


• 1) (X - 2) 3 
(4 X +1) 


4 /(x + l) 3 ( 

Nullstelle: x = -1 
Polstelle: x = 2 
keine Extrema 

-4 -2 0 

kein Wendepunkt 
Wertemenge = IR* \ { l } 

Asymptoten: x = 2 y = 1 

Die Kurve hört im 2.Quadranten bei x = -1 auf. 
„_ 2 

c) y' 


y'' 


: Vx (4 + 


3 x* - 40 x Z 


xV 


16 


4 /x 3 (4 + x 2 ) 5 
D = IR + Nullstelle: 0 

keine Polstelle 
H(2 | 0,5) 

W(3,7|0,46) = -0,034 

Wertemenge = [0; 0,5] 
Asymptote: y = 0 











7. Kurvenuntersuchungen 
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7.70 transzendente Funktionen 

a) D = R y'=0,5+ cos x 
y'' = -sin x 

y' " = -cos x 
Nullstelle: x = 0 
keine Polstelle 
H (2,09 + k 2 TT 1 1,91 + k TT) 
T(4,19 + k 2n|l,23 + k tt) 
zentral symmetr i sch 
W(k tt| k tt/2) 

= 0,5 + (-l) k 
Wertebereich = R keine 

b) D = R y' = cos x + sin x 
y »• = -sin x + cos x 
y"' = -cos x - sin x 
Nullstellen: x = J + k tt 
keine Polstelle 

h(V + k 2n \^) 

+ k 2 tt| -t/ 2j 

w(j + k n|o) 

k w = (-l) k V3. Wertemenge 

c) D = R N {(2 n + 1)tt/2} y' 

y"' = -2 (tan x + tan 3 x) y" 
Nullstellen: x = 0, 


y = -jj- + sin x 



Asymptote 

y = sin x - cos x 



-6 -4 -2 0 2 4 6 

[-i/2; V2 ] keine Asymptote 
= -tan 2 x 

= -2(1 + 4 tan 2 x + 3 tan 4 x) 


X = ± 4,4934 usw. 


Graph zentralsymmetrisch 
in bezug auf den Ursprung. 
Keine Extrema, weil für 
x = 0 auch y '• Null wird, 
nicht aber y ''•. Daher 
sind die Wendepunkte 
Terrassenpunkte mit k T = 0. 

W(k rr|k tt) Wertemenge = R 
Polstellen: x = (2 k + 1) n 
Asymptoten: x = (2 k + 1) n 


y = x-tanx 
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7. Kurvenuntersuchungen 


7.71 transzendente Funktionen 
a) D = IR + y' = 1 + ln x 



Nullstelle: 1 


keine Polstelle 
T(l/e|-l/e) 
kein Wendepunkt 
Wertemenge: [-1/e; <*>[ 
keine Asymptote 



0 1 2 


b) D = R axialsymmetrisch 


y = 5 e - “ 


zur y-Achse mit Ecke und 
Maximum in H(0|5) 

Aufspaltung in 2 Funktionen: 
x a 0: y = 5 e _x y' = -5 e -3 

y" = y y"' = y' 

X < °: X 

y = 5 e = y' = y" = y"' 
Für x = 0 gibt es einen 
linksseitigen und einen 
rechtsseitigen DQ mit den 
Werten 5 bzw. -5 (daher 
Ecke). 



Keine Nullstelle, keine Polstelle, kein Wendepunkt. 
Asymptote: y = 0 Wertemenge: ]0; 5] 


c) D = R \ {2; 2} 

|x| >2: y = ln(x 2 - 4) 

|x| <2: y = ln(4 - x 2 ) 

2 x 


y = In Ix 2 - 41 


beides ergibt y' 

y'' 



x - 4 

-2 (X* + 4) 

(X 2 - 4) 2 

,,, = 4 x (x 2 + 12) 

7 (x 2 - 4) 3 

NSt: ± 1,7321 ± 2,2361 

H(0|1,3863) 
kein Wendepunkt 

Asymptoten: x = ± 2 Polstellen: x = ± 2 










7. Kurvenuntersuchungen 
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1: A EXP(-St)SIN(ut) f (t) 

2: A EXP(-St) Einhüllende 

3: -A EXP(-St) - " - 

4: DIF(#l,t) A EXP(-St) ((jCOS(cjt)-SSIN(ut) ) f’ (t) 

5: DIF (#4, t) -A EXP(-St) (2ÖWCOS (ut) + (o Ä 2-S *2) SIN (wt)) f"(t) 

6: SOLVE (#1=0, t) t=0 t=-Tr/u t=n/u Nullstellen 

7: SOLVE (#1=#2, t ) t=-3Tr/(2w) t=Tr/(2w) Berührungsp. 

8: SOLVE(#l=#3,t) t=-Tr/(2u) t=3Tr/(2w) - " - 

9: SOLVE(#4=0,t) t=ATAN(u/5)/w Extremstellen 

10: "Statt ATAN(w/5) elnsetzen: tt/2-0" 

11: t=(jr-20)/(2w) 

12: SOLVE(#5=0,t) t=ATAN(25u/ (5 Ä 2-W / '2) ) /(J Wendepunkt 

13: A EXP(-5tl)SIN(utl) Ordinate zur Zeit tl 

14: A EXP(-5 (tl+T) SIN(tJtl) - " - eine Periode später 

15: #13/#14 EXP(ST) Dämpfungsverhältnis 


7.73 a) D = [4,oo[ u {0} Die G leichu ng beinhaltet zwei Funktions¬ 
gleichungen y = ± x ✓x - 4, deren Graphen zur x-Achse 
symmetrisch liegen. 

Der Punkt (0|0) ist ein isolierter Punkt (Einsiedler¬ 
punkt) , in dessen noch so kleiner Umgebung keine weite¬ 
ren Kurvenpunkte liegen. 


y / * 


4 (x - 4) 

= 3 ( 8 - *) 


1,5 


- 4) 2 ' 5 


8 (X - 4) 
bzw. die dazu negativen 
Werte. 


Nullstellen: x = 0 x = 4 
keine Extrema 



W(5,3|± 6,1584) = ± 3,461 


keine Polstelle Wertemenge = IR keine Asymptoten 
Für x —» 4 ergibt sich in N(4|0) eine vertikale Asymptote, 
b) D = IRq 2 Funktionen y = ± x Vx, deren Graphen axial¬ 
symmetrisch zur x-Achse liegen. 

y' = 1,5 Vx y'' = 0,75 x- 1 / 2 y" ' = -0,375 x -3 ^ 2 

bzw. die dazu negativen Werte. 

Der Punkt (0|0) ist eine Spitze mit horizontaler Doppel¬ 
tangente y = 0. 

keine Extrema kein Wendepunkt 

Wertemenge = IR keine Asymptote 
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7. Kurvenuntersuchungen 





Nullstellen: x=0x=l 0 1 2 

H(0,38|0,29) 

W(0,23|0,49) 1^ = 1,8 

Spitze im Ursprung mit 
Doppeltangente x = 0 
Wertemenge = IR 
keine Asymptote 


keine Polstelle 









7. Kurvenuntersuchungen 



Wertemenge: [-8, 8] 

Nullstellen: 0, ± 4 vertikale Tangenten in x = ± 4 

keine Polstelle H(/8|8) T(-i/8|-8) 

Im Ursprung ein Doppelpunkt, der für jeden Zweig ein 
Wendepunkt ist. = ± 4 keine Asymptote 



Der Graph besteht aus zwei Zweigen, symmetrisch zur 
x-Achse. 

Obenstehende Ableitungen gelten für den Zweig mit 
positiver Quadratwurzel. 

Nullstellen: x = 2 x = - 3 
W(3,667|± 8,607) 1^ = ± VTI 

Keine Polstelle keine Extrema keine Asymptote 

(—3|0) ist ein'isolierter Doppelpunkt, in dessen naher 
Umgebung kein weiterer Kurvenpunkt existiert. 
Wertemenge = IR 
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7. Kurvenuntersuchungen 


7.75 a) Graph ist symmetrisch zur 1.Mediane y = x, D = IR 

_ o v 

Durch implizite Differentiation: y' = -*■ 

2 x - y 

Y > • = 2 (6 x 2 y 2 - 8 x y - x y 4 - x 4 y) = 16 x y _ 

(y 2 - 2 x) 3 (2 x - y 2 ) 3 

Nullstelle: x = 0 Im Ursprung ein Doppelpunkt mit 

den Tangenten x = 0 und y = 0. 


Horizontale Tangenten in T(0|0) und in H(2,5198|3,1748) 
Vertikale Tangenten in (0|0) und in (3,1748|2,5198) 
(Extrema in der x-Richtung) Scheitel (3|3) 

kein Wendepunkt Wertemenge = IR Asymptote: y = -x - 2 



b) D = [-8, 8] Graph in bezug auf x- und y-Achse und auf die 
beiden Mediane symmetrisch. 

4 Spitzen: (8|0), (-810), (0|8), (0|-8), die gleich¬ 
zeitig die Extrema in der y- und x-Richtung bedeuten. 
Nullstellen: x = ± 8 kein Wendepunkt 

Wertemenge = [-8; 8] keine Asymptoten 

Ableitungen durch implizite Differentiation: 


y' = -(y/x) 


1/3 


Y" = 4/(3 x 


J ) 







7. Kurvenuntersuchungen 
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Ableitungen durch implizite Differentiation: 

r = .1° * 3 * 2 - r 2 oder 

2 x y + 10 y 

y , = -x 2 - 5 X + 25 

/ (5 - x) (5 + x) 3 
Nullstellen: x = 0 x = 5 
Polstelle und Asymptotengleichung: x = -5 
In (5|0) vertikale Tangente 

(0|0) ist ein Doppelpunkt mit den Tangenten y = ± x 
Der Gesamtgraph besteht aus zwei Zweigen, die symmetrisch 
zur x-Achse liegen, entsprechend den Funktionsgleichungen 

E(3,1|± 1,5) 

yM_ 25 (X - 10) 

(5 - x) (5 + x) 2 / 25 - X 2 


keine Wendepunkte 
Wertemenge = R 



-4 -2 0 2 4 





8. Parameter- und Polarkoordinatendarstellung 


8.01 (48,37°|12,04) 
(-67,69°|8,43) 


(102,88°|17,95) (—90°|12) 

(0°|19) (90°|19) 


8.02 (6,614|6,103) (-1,654|1,598) (-12,089|-9,860) 

(24,336|4,227) (15,210|-33,070) 

8.03 a) r = 4 | r 2 = 4 X r 2 = x 2 + y 2 = 4 x 
(x - 2) 2 + y 2 = 4 Kreis k(2|0 || 2) 

b) x 2 + y 2 - 2 V2 x - 2 V2 y = 0 k(v/2 \V2 || 2) 


c) y 2 = 4 (x + 1) Parabel nach rechts geöffnet 
Scheitellage (1. Hauptlage) 

Scheitel S(-1|0) Parameter = 2 


8.04 


8.05 


8.06 


a > r * sin y - 3 cos i * 6 R x < arctan 3 > 
ip = arctan 3 entspricht dem Fernpunkt. 


b) r = 

tan ^0 

COS 0 



<P e [0; 


halbe 

Neil-Parabel 

c) r = 

4 cos 

<P 


0 € [-n/2; 3n/2[ 


siehe Aufgabe 8.03 a) 

a) a = 

2 

JPJ 

0 

n n 3n 

4 2 4 

rr 

5 n 

4 

3 tt In 

2" 4" 271 




|o 

0,5 1 1,5 

2 

2,5 

3 3,5 4 

b) a = 

1,5 

!_| 

LI 

12 3 


4 

5 6 



T| 

hr 

4,48 20,08 90, 

,02 

403,4 

1808 8103 

tan 0 = — 








a) 0 = arctan ^ ip e IR b) 0 = arctan 2 ip <p € R+ 


c) 0 = 90 + 0 ip € IR \ {(2 k + 1) n/2} 


d) 0 = arctan ip <p e IR 

8.07 a) 0 = arctan (i tan ip) 

b) 0 = 2 <p - J 

C) 0 = “ <P 

d) 0 = - arctan 0 


ip e IR 

0 e [ —rr/4; n/4) v [3 tt/4; 5 tt/4] 

0 e R \ (k tt} 

0 e R \ { 0 > 
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8 . Parameter- und Polarkoordinatendarstellung 


8.11 a) y' = - 


IR, bzw. IR \ {0} 


R, bzw. IR \ {— ,- -\ 


IR N {1; 2}, bzw. IR \ {1} 


y" = - 1 + t K IR, bzw. IR \ {0} 
3 a t 5 


8.13 a) y' = 


{I + 


bzw. IR \ {k 7T> 


IR, IR \ {k tt} 


IR, IR \ {f + k ir , k nj 




9. Krümmung ebener Kurven 


b) K = 

C) K = 

d) K = 

9.02 a) p 0 

Pl 

b) p 0 

Pl 


(4 X + 1) 
-3 COS X 


372 


(1+9 sin x) 
0 ,5x-l 


3?2 


= 0,1897 

= -0,1789 

= -0,08097 

= 0,1329 


* 5,270 

M Q (-4,00|2,667) 

= 709,8 

M 1 (-706,4|52,05) 

= -5,590 

M q (3,5|-4) 

= -20,78 

M 1 (8,751-18,24) 

-12,35 

M Q (-10,481-2,928) 

= 1,267 

M x (3,704|-1,939) 

= 7,525 

M Q (-1,18417,808) 

= 5,199 

M x (-0,308515,659) 


9.03 a) Kurve ist symmetrisch zur y-Achse 
S(0|1) p = -0,5 M(0|0,5) 

b) Kurve ist symmetrisch zur y-Achse 

S(0I2) p = -1 M(0|1) 

c) Nebenscheitel: S(0|±l,7321) y' 

M(0|+0,57735) 

Hauptscheitel: S(± 210) p = 

Vergleichen Sie mit 9.05 c). 


K 1 = 1,409*10' 
K ± = -0,04811 
= 0,7893 

= 0,1923 


p = +2,3094 

M(±0,5|0) 
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9. Krümmung ebener Kurven 


d) 

e) 


9.04 X 2 

2 : 

P = 
9.05 a) 


y'= -x 


y'' 


2/3 


3 x 4 / 3 y 1/3 

Xjj = 1,3811 a y M = 1,3747 a p = 3 £a x y = 0,1916 a 


-1,7321 ( wegen y < 0 ) 

4 a t • 


(t H + 4 t - 1) 


y^^ = -0,8660 a 
y 1 = 1,25 a 

i* = 4 a (1 - 3 t 2 ) 

A 9 1 

(t 2 + i ) 3 
4 a t 


X x = -0,4330 a 
y^ = -2,8868 a 

x* = -0,5 a 


y = • 


(3 - O 


*1 = 0 
*M = 


y'' = -7,698/a = -3,7041 a 

-3a y M = -2,0785 a 

x 2 

- a y - y' (a x - y 2 ) - 0 x E - fc a y E - j 5 

t - a y'- y" (a x - y 2 ) - y' (a - 2 y y') = 0 a y£ = 0 

= - | M|l,2599 a|1,0874 aj 

Es soll der Betrag der Krümmung ein Maximum werden. 
x" 2 1 

In k = - Tr-pr setzt man = z als neue Variable 


+ ;i 


und läßt k 


(1 + z) J 


ein Maximum werden. 


(O' 


v 2 \i _ 2 z - z 
(1 + z) 4 
Maximum: z = 2 


l K U 


0,3849 






9. Krümmung ebener Kurven 


69 


b) 


[- V 2 ] 1 ' 5 


1 + z ) 
X = ±0,5460 


c) Ellipse a > b 


l*maxl ‘ 1 ' 246 

y'' - 2 ~ b 3 

a z sin 3 t 


A ) 1 » 5 

a“ 1 sin*t + b* cos 4 t . . . Extremum! 


(a sin t + b cos t) 

2 _i_2. 


y - 0 

y = b 


I K Imax b 2 
I K Imin - *7 


: h * f* 




9.07 a) x = r cos <p = a cos ^ 
✓cos 2<p 

• = a sin ip 


(cos 2<p) 


y = r sin = - 


✓cos 2<p 


(cos 2^>) 1 ' 5 


* C ? S y 2 . (1 + 4 sin 2 ,) 
(cos 2#>) ' 

- a sin (1 + 4 OOS 2 ») 


y-- . - < COB 2 y) 

a sin^p 


(cos 2<p) 1 ' 5 


3 ✓cos 2<p 
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9. Krümmung ebener Kurven 


b x 
a 2 y 
e 2 x 3 


=» y 


fb_7) 


9.09 Aus 9.08 b —» b j (a £) 
e 2 = a 2 + b : 

3 x 4 + 1 


9.10 C 


2 X 


f 3 


1" 

(. <> 2/3 

l 2/3 - 

(b V) 2 ' 3 . 

1 + 3 

2 x 


C) = 

(x + i) 3 

S) = 

(x - i, 3 


(b *) 


2/3 = _4/3 


2 ? = 3 X + 2 

X 

2 1, = X 3 + 1 2 

X + i = [2(71 + o] 1/3 
x - i = [2(7, - C)] 1 / 3 

Addition bzw. Subtraktion ergeben 2 x bzw. 
2 X = [2(n + C)] 1/3 + [2(T| - e)] 1/3 
I - [2(7, + c)] 1/3 - [2(7, - 5)] 1/3 


Durch Produktbildung erhält man die implizite Darstellung: 


(T) + €) 


2/3 _ 


(V - €) 


2/3 = ,2/3 


Zu derselben Gleichung gelangt man auch, wenn man das 
Achsenkreuz um 45° dreht, wobei man als Gleichung für die 
gleichseitige Hyperbel x 2 - y 2 = 2 erhält, deren Evolute 
durch die Aufgabe 9.09 gegeben ist. 

Rückdrehung ergibt die obige implizite Darstellung. 




10. Unbestimmtes Integral 


10.01 a) 
d) 

10.02 a) 
d) 

10.03 a) 
d) 

10.04 a) 

c) 

10.05 a) 

b) 

c) 

10.06 a) 

c) 

10.07 a) 

c) 

10.08 a) 
b) 


*_ + c 

12 

b) x + C 

c) 

c 

_l x i3 n + c 

13 x + C 

•) T§ * l5/ “ + c 



I X 9 / 5 + C 

b. X 11 / 6 + C 

C) 

3 

5t 

+ 

o 

e) -0,6 x“ 5/3 + C 



2 Vx + c 

b) 3 fcc + C 

C) 

_2 

| X 5 / 2 + C 

e) 0,3 x 10 / 3 + C 


2 X 3 + C 
-1,5 x 4 + C 

1,2 x 5 / 3 + C 

b) 11 x + C 

d) 5 x -3 + C 



für r * s 

für r = s 

7 r & r ~ s + c 



s - r vx + c 

-7 ln|x| + C 



^ + C 

d) -8 /|"+ C 



y x y/x*" + C 

b)if * + C 



6 

y x Vx + C 

d) y X + C 



3 sin x + C 

b) 4 tan x + C 



-7 cot x + C 

0,5 arctan x + c 

d > IH-ä aX + C 




i arcoth x + C = | ln * + 3 + C 
| artanh x + C = | ln j + * + C 


für |x| > 1 
für |x| < 1 


+ C 


+ C 
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10. Unbestimmtes Integral 


c) 0,8 arctan x + C 

d) für |x| <1: -0,5 artanh x + C = -0,25 ln * + C 

für |x| >1: -0,5 arcoth x + C = -0,25 ln * + * + C 

10.09 a) | x 3 + | x 2 - 4 x + C 

b) | x 4 - 2 x 3 + \ x 2 - 2 x + C 

10.10 a) ! X 5 - 5 X 4 - l X 2 + 2 X + C 

' 5 4 2 

b) 49 x + 14 X 2 + J X 3 + C 

10.11 a) ^ X 4 - 36 x 3 + 72 X 2 - 64 X + C 

b) ^ - X + C 

Multiplikation, Quadrate, Kuben von Polynomen müssen vor der 
Integration ausgeführt werden (Distributionsgesetz). 


Der Einfachheit halber wird jetzt die Integrationskonstante C 
weggelassen. 

10.12 a) [(4 X 3 - 28 x 2 + 65 X - 50) dx 


b) |(16 - 4 x 1/2 + 4 x 1/3 - x 5/6 ) dx 





10. Unbestimmtes Integral 
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10.15 a) 


5) dx = 4 \/x - 5 X 


b) wie a) j(2 x- 1 / 3 - 5 x 1 / 6 ) dx - 3 

c) |(a 3 x- 2 ' 3 - 3 a 2 b x- 1 ' 6 * 3 a b 2 x 1 ' 3 - b 3 x 5 ' 6 ) dx 

- 3 a 3 - 3,6 a 2 b + 2,25 a b 2 X? - ^ b 3 x 11 ' 6 

10.16 a) - (2 cos a + 3 sin a) b) 3 e x - 10 X 

c) j t 3 + cos t 

10.17 a) [—+ l| dx = tan x + x 

J ^cos 2 x ' 

b) wie a) "Bruch trennen" - cot x - x 

c) J|(l + tan 2 <p) - lj d(p = tan ip - ip 

10.18 a) wie 10.17 c) - cot x - x 

b) 1 - cos a = 2 sin 2 (a/2) 

|i_^|os_g dß .i (ß . sin ß) 

c) 1 + cos a = 2 cos 2 (a/2) 

J 1 y os 1 dt - i (t + sin t) 

10.19 Fortgesetzte Anwendung von 

jf(a x + b) dx = | F(a x + b) a * 0 

a) a = 3 b = 2 1 . 1 (a + 3 x) 3 

b) ^ (1 + 4 X) 5 

c) 4 (1 + 2 X) -3 dx ---- 5 

J (1+2 X) 2 

d) n * 1;-i- 

a (n - 1) (a x + b) n 

n = 1: i ln|a x + b| 
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10. Unbestimmtes Integral 


10.20 a) 

b) 

c) 

10.21 a) 
c) 

10.22 a) 

c) 

10.23 a) 

c) 


i*l: 


» (»«+ o 1 '" 

b (1 - n) 


i=l: gln|bx+c| 

. n+1 


(a x + b) 


für n * -1 bzw. 


a (n + 1) 
ln|a x + b| für n = -1 


■ i /(I - 2 x) 3 

■3 / 1 - 2 X 


-0,08 /(2 - 5 X) 5 

- -1„|3 - X| 


d) 0,15 ^(5 X - 2) 4 

b) ^(6 X - 5) 2 
d) | ^(a x + b) 2 
b) - j ln|1 - 3 x| 


,5 e 2x+1 
ß ax+b 

i cos(ut + ip) 


w» 1 _l-kx 

b) " FTH-i a 

d) i sin((jt + <p) 



11. Bestimmtes Integral 


11.01 a) £. 


= £ k Ax Ax = (Ax)* (0+1 
k=0 


n Ax = 3 - (-1) 
+ ... + n - 1) 


_ (n Ax) 2 - (n Ax) Ax _ 4 2 - 4 Ax _^ g 


b - a = n Ax 
n-1 n-1 


U = E (3,5 - Ax = l 3,5 Ax - E 

n k=0 k=0 ' ‘ 


* (Ax)- 

2 


= 3,5 n Ax - t (n Ax) + (n Ax) Ax 


c) f(x) = (x - l) 2 

Durch Parallelverschiebung ist leicht zu erkennen: 
Der gesuchte Inhalt ist gleich dem doppelten Inhalt 




des unter der Parabel 

y * x 2 

liegenden Flächen- 



Stücks, das durch 

X = 

0 und > 

: = 1 

begrenzt ist. 








n-1 



Somit: = k Ax 

n 

Ax = 1 

ü n 

= 2 

: E (* Ax) 
k=0 



3 n ~^ 2 
U = 2 (Ax) J E * 

= 2 

(Ax) 3 | 

n (n 

+ 1) 

(2 n + 1) 



n k=0 








= | (1 + Ax) (2 

+ Ax) -> | 






Somit ist | f(x) ( 

dx = 

2 

3 




11.02 

a) 

10,50 

b) 

-7,500 


c) 

-6,000 

11.03 

a) 

-0,6250 

b) 

20,00 


c) 

2,250 

11.04 

a) 

0,36125 

b) 

2,2471 


C) 

5,2925 

11.05 

a) 

1,0986 

b) 

0,98083 


C) 

1,6582 

11.06 

a) 

0,7500 

b) 

0,01778 


C) 

0,64932 

11.07 

a) 

2,8333 

b) 

3,3568 


C) 

6,1060 

11.08 

a) 

4434,88 

b) 

7,6116 


C) 

0,4238 

11.09 

a) 

0,03967 

b) 

0,59104 


C) 

1 

11.10 

a) 

0,88106 

b) 

1,4135 


C) 

0,26100 


Ax 



12. Uneigentliche Integrale 


12.01 a) J b) <0 c) oo d) 0,3679 

12.02 a) 3,2988 b) ® 


c) Das Integrationsintervall enthält die Polstelle x = 1. 

f l 

i j.. 

Wir rechnen: A ; 

J 0 


-3 .1 -3 

dx _ dx + dx 

J Q (x -l) 2 J 0 (x -l) 2 J 1 (x -l) 2 


1 

x - 1 


J 0 (* "1) 

_1_ I 

- 1 ll 


lim 

x-»l 


I =» 



Das erste Integral ergibt: 

I TT/2 

-ln|cos x| = - lim (ln|cos x|) = + ® 

' 0 x-m/2 


Das zweite Integral ergibt den entgegengesetzten 
Wert: - « 

Man kann das Ergebnis mit 0 interpretieren, weil 
beide von derselben Ordnung nach ®, bzw. - ® gehen. 
Ebenso ist grafisch ersichtlich, daß positiver und 
negativer Flächeninhaltswert addiert Null ergeben. 


e) n 


f) existiert nicht 




13. Näherungsweise Integration 


13.01 a) 5,2 b) 1 c) 0,62 d) -0,045 

13.02 a) A x = | (1 + 4*| + j) = 0,694 

Ä 2 = 6^2 f 1 + \ + 4 < 4 ' 8 + 0,5714) + 2*|] = 0,693 

b) A x - | (1 + 4*§ + |) = 1,11 

a 2 = 6T2 f 1 + I + 4 (f + 0.4) + 2-|) = 1,10 

c) wie a) Aj^ = 1,425 A 2 = 1,39 

d) wie a) h 1 = 2,74 A 2 = 2,41 

13.03 a) A x = | (1 + 4*v^2 + VE) = 2,96 A 2 = 2,96 

b) A 1 = | (3. + 4*v'3 + 3) = 3,22 A 2 = 3,24 

C) A x = 22,5 A 2 = 22,5 

d) h 1 = 1,23 A 2 = 1,23 

13.04 a) A x = | (l + 4*± + |) = 0,815 

b) ^ (| + 4*0,1282 + 0,07575) = 0,151 

A^ = 0,152 

e) A i = | (0,9698 + 4*0,777 + 0,361) = 0,740 
A 2 = 0,740 

d) A 1 = ^ (0,27315 + 4*0,96758 + 3,08658) = 0,844 
A 2 = 0,829 


/x A 2 = Ä( 1+ f +4 (0 '* + °' 1818 > + 2 


13.05 A. 


77,09 


A. = 78,03 


10 


= 78,411 



14. Integrationsmethoden 


Die Integrationskonstante wird wieder weggelassen. 


14. 01 

a) 

x 2 + X 


b) ^ (3 X + 4) 4 

C) 23,137 

14.02 

a) 

ii ^ (4 x - 

2)^ 

b) j (0,7 x - 2,1) 5/2 

c) 1,300 

14.03 

a) 

0,3125 ln|3, 

2 X - 

1| 



b) 

3,5 ln|2 X - 

3| 

c) ln 2 = 0,69315 


14.04 

a) 

- i cos(2 x 

-?> 

b) jjj sin (b a - a) 

C) 0,7139 

14.05 

a) 

10 0,9t+l,2 

9 e 


.. 1 —2,3X+0,8 

b) “ 273 6 

C) 2,2543 

14.06 

a) 

—arctan (V2, 5 x) 
Vlö 

b) ✓O,6 arctan (SÖ76 x) 



c) 

0,096689 




14.07 

a) 

arcsin — 

V2 


b) i arcsin — 

2 y/3 

C) 5,5450 

14.08 

a) 

\ sin2jc 


b) - i cos 4 x 

c) 0,02930 

14.09 

a) 

l ^ 2 


b) e sin x 

c) 2,2617 

14.10 

a) 

2 / x 3 + 2 x 


b) - ^ ✓ cos x ’ 

C) 1,56645 

14.11 

a) 

\ ln|a 2 + x 2 

| = ln 

v/a 2 + x 2 b) - | ln|2 - 

3 X 2 | 


c) 

0,8480 




14.12 

a) 

ln|x 2 + 3 x 

- 5| 

b) ln|x 3 - 2 x| 

C) 1,1423 

14.13 

a) 

0,25 ln (1 + 

x 4 ) 

b) jL ln | 2 + 5 x 3 | 

C) 1,3863 



14. Integrationsmethoden 
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14.14 a) -lnjcos x| 


b) -2 lnjcos || 


14.15 a) -x cos x + sin x b) x sin x + cos x 

14.16 a) i (x - sin x cos x) 


c) 0,6789 


c) 0,001980 


2(wt + p) - sin 2 (b)t + p) 


1 + cos 2x 


(9 X + 6 x + 2) 


c) verwenden Sie cos x 

14.17 a) -(x + 1) e" x 
c) 2,6545 

14.18 a) x arccos x - /1 - x 2 

b) x arccot x + 0,5 ln(l + x 2 ) c) 0,04056 

v 2 v 3 

14.19 a) J- (2 ln|x| - 1) b) (3 ln|x| - 1) c) 2,54518 

14.20 a) (sin x - cos x) b) (sin x + cos x) c) 1,3242 

14.21 a) und b): Bei jeder Aufgabe führt zweimalige partielle 
Integration zum Ziel. Ergebnisse: 

e ax (b sin bx + a cos bx) 

7 7 


e (a sin(bx + c) + b cos(bx + c)) 

D I ~ 2 2 

a z + b z 

Man kann aber auch die Integrale zusammen betrachten: 
Jedes der folgenden Integrale 


e cos(bx + c) dx 


e sin(bx + c) dx 


integriert man partiell und erhält damit ein lineares 
Gleichungssystem für diese beiden Integrale. 
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14. Integrationsmethoden 


Die Lösungen dieses Systems sind die beiden Integrale: 
Für a) setzt man c = 0, für b) ersetzt man a durch - a 
und erhält wieder die angegebenen Resultate. 

Als Spezialfälle sind auch 19.20 a) und b) enthalten, 
c) Das bestimmte Integral kann man auch aus obigem 
ermitteln: a=-3 b= § c=0 

o 3 y f v v\ 

e |6 sin j - cos jJ | = 21,328 

14.22 a) jcos(ln x) dx f = cos(ln x) g = 1 

jsin(ln x) dx f = sin(ln x) g = 1 

2 Jcos(ln x) dx = . 

Ergebnis: ^ |cos(ln|x|) + sin(ln|x|)j 

b) f = x g = —-x cot x + ln|sin x| 

sin x 

-2 i . 2,8 

c) f = ln x g = x (ln|x| +1) = 0,1217 




15. Berechnung von Flächeninhalten 


a) A 1 = 9,216 

b) k. = 24,75 


c) A = 53,33 


A = -13,903 


Es ist y = 2 sin x + 3 cos x 
= vTJ sin(x + ^>) 

Zwei aufeinanderfolgende Schnittpunkte der Funktions¬ 
kurve mit der x-Achse haben die Entfernung n. 

Der Inhalt der Fläche zwischen der Kurve von 
y = sin(x + ip) und der x-Achse ist derselbe wie bei 
y = sin x, nämlich 2. Daher gilt: A = 2 \/l3 = 7,21 

0 f n/2 

sin x dx = I sin x dx =» cos x n = 0,5 => x n = ■=• 


(sin x + cos x) dx = 1 + V2 = 2,4142 


a) Ellipse: ^ ^ = 1 


y F = - £ / 16 - x‘ 


y K ) dx ergibt mit Kepler: 2,976 



15. Berechnung von Flächeninhalten 


Einfacher ohne Integralrechnung: 

. _ r 2 n a b n _ 16 n 12 n _ „ 


b) A = - f y dx = [ 

J n J n 


15.11 a) X = 2,7321 
b) X = 1.7817 


c) x = 5.44953 


b) (3 X + 2 - X J ) dx = 6,75 


f (x 3 - 3 X 
-r> 


+2) dx = 6,75 


15.13 a) 1/12 


15.14 a) (sin x - dx = 0,3727 


b) (ln|x| - x + 2) dx = 1,95 


c) (2,1 x + 1 - e ) dx = 0,4063 


.71/4 i 

a) tan x dx + 


cot x dx = -ln(cos x) + ln(sin(x) 

tt/4 1 0 


= ln v/2 + ln V2 = ln 2 = 0,69315 


b) 2 - V2 = 0,5858 




15. Berechnung von Flächeninhalten 


c) linkes Flächenstück: 
r -0,792 

(x + 3 - e X ) dx 

-2,948 


c 


) dx = 2,7 


rechtes Flächenstück: 


C 


(x + 3 - e ) dx 

0,792 

2,998 * 3,0 


(x + 3* - e ) dx 


15.16 A = 


n 2 n 

tan ^ dx + s 


sin ^dx =2 ln 2+2= 3,3863 


15.17 A = 2 e~ X dx = 2 (1 - 1/e 2 ) = 1,7293 

^0 

15.18 a) A = 4 b) | 

15.19 a) ^ » 1-4^ C > OTi ^ ^ ) 


15.20 a) a 


r"/ 4 2 2 

b) A x = | cos 2 (2ip) d V ± 

J n 


das ist der achte Teil des Flächeninhaltes der klee- 
n 2 


blattförmigen Gesamtkurve: A = 
r TT/4 


c) A = 8 


(x y' - x' y) 

0 

r 71/4 r 1 

V j sin 2 (2t) dt = ^ j 


f TT/4 


dt = 3 a 

.71/4 


(sin t cos t) dt 


(1 - cos 4t) dt 


3 77 a‘ 



16. Berechnung von Rauminhalten 





16. Berechnung von Rauminhalten 
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16.02 a) 
16.03 a) 

b) 

16.04 a) 

b) 

16.05 a) 

b) 

16.06 TT 


23 g n = 152,68 b) = 0,04987 a 7 

84,192 

= 4,9348 | verwenden Sie sin 2 x = 1 — c ° s 2x | 

Partielle Integration ln 2 x = u 1 = v' 

V = tt Jx ln 2 1 x| - 2 x (ln|x| - 1)) | = 15,259 

24 TT = 75,398 

V = 2 TT f |a 2/3 - x 2/3 j dx = a 3 = 0,9574 a 3 

J 0 ' 

2TT 

V = tt a 3 (1 - cos t) 3 dt = 5 a 3 TT 2 = 49,350 a 3 

^0 

r 2 r 2 

8 X dx — TT I 4 x 2 dx = = 16,755 

'o ^0 



17. Berechnung von Bogenlängen 


17.01 a) s = /1 + 16 x 2 dx , ergibt mit Kepler 8,5182 

1 0 

exakte Integration: 4 x = sinh z 

cos ^ 2z dz = | |z + sinh z cosh zj | * 2 


-II 

^arsinh 4x + 4 x / 1 

+ 16 X 2 J 

= 8,4093 

1 1 0 

Kepler: 

b) 16,4268 c) 

2,9643 

d) 2,2954 

exakt : 

16,2479 

2,9579 

2,2956 


17.02 Mit ds = / 1 + y' 2 dx erhalten wir wegen y' (a) = co 
uneigentliche Integrale. 

Um dies zu vermeiden, wählen wir die Parameterdarstellung 



a) x = 2 cos t y = V2 sin t 

r */ 2 __ c n / 2 __ 

/ 4 sin 2 t + 3 cos 2 t dt = V sin' 


4 Jn 


t + 3 dt 


Mit Kepler erhalten wir: u = 

r "/2 __ 

b) 4 / 5 sin 2 t + 4 dt = 15,92 

^0 


c) 4 / 16 + 9 sin 2 t dt = 28,39 

17.03 Mit ds = }/ 1 + y' 2 dx erhalten wir wegen y'(a) = ® 
uneigentliche Integrale. 

Um dies zu vermeiden, wählen wir die Parameterdarstellung 
a) x = 2 cosh t 
y = V2 sinh t 



17.Berechnung von Bogenlängen 


t = arcosh 2 = 1,31696 


4 sinh t + 3 cosh t dt 


7 cosh t - 4 dt 


Mit Kepler erhalten wir: s = 3,694 

b) t = arcosh f = 1,09861 s = 3,158 


c) t 2 = arcosh | = 1,04697 s = 4,956 

17.04 Kepler: 3,575 (mit x 0 = 0 und x_ = tt) 


A_ = 3,829 A. = 3,820 


<p = sinh z z = arsinh <p z. = 0 z„ = 2,5373 


cosh z dz = t (1 + cosh 2z) dz 


sinh 2zl I 2 ' 5373 


17.06 s = \ V r 


r n / 5 2 2 2 ' 

v a (1 - cos ip) + a sin <p dtp 
J n 


-2 a^T /l - cos (p dp = 4 a sin ^ d^p 


17.07 Mit Kepler erhalten wir: 
17.08 Mit Kepler erhalten wir: 


1,284 





18. Berechnung des Inhalts einer Drehfläche 


18.01 a) 212,4 (141,6) b) 127,4 (84,95) c) 654,1 (436,1) 


dx = 7,075 (Kepler) (5,535) 


18.03 a) = 2 n [ + 4 dx = 7,075 (Kepler) (5,535) 

J 1 x 

b) ^ f m A Ar + 4 dx = 13,83 (Kepler) 
J n 


- * f 1 ' 5 


dx = 33,5 (Kepler) 


<i) Am = 5 I / 16 v'x + 9 x dx = 32,1 (Kepler) 


18.04 Da bei Substitution die Funktion monoton sein muß, 
integrieren wir von 0 bis j und verdoppeln : 

pTT/2 _ _ 

Ajj = 4 Ti sin x v 1 + cos 2 x dx cos x = sinh t 

J 0 

t = arsinh(cos x) t = 0,88137 t = 0 


Ajj = -4 7T cosh t dt = -2 7i (1 + cosh 2t) dt 


Ajj = 14,424 (mit Kepler 14,686) 



18. Berechnung des Inhalts einer Drehfläche 
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18.05 Für den oberhalb der x-Achse liegenden Teil der Schleife 
hat der Rechtsterin im betrachteten Intervall negatives 
Vorzeichen: 


x 1 / 2 - i x 2 / 3 


■*r 

J n 


(4 — x) /9 x^ + 40 X + 16 dx 


Kepler ergibt: = 14,1 

18.06 a) y = j /x 2 - 9 y 

Rechter Mantelteil: 
r 5 

/ 13 X 2 - 81 dx 


4 X 
9 y 


-Vj- 

J 3 

Substitution x = —— cosh t, die Wurzel wird 9 sinh t 

/II 

A, - 2SJ1 f 2 sinh 2 t dt - 21« f * c ?? h :1 dt 

1 *TJ Jtj vT3 Jt x 2 

= (sinh t cosh t - t) l* 2 

yT3 \t 1 

-^ (*8«* V-V-i'l) f 

l 3 

Wenn man den Numerus mit der Konstanten 9 multipliziert, 
so ändert dies nur die Integrationskonstante, die aber 


beim bestimmten Integral ohnehin wegfällt. 

Ajj ist dann, wenn wir W statt / 13 x 2 - 81 schreiben: 

■ 5 

A m = 2 A 1 = ^ ( x W " II ln|vT3 X + W | j =62,16 
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18. Berechnung des Inhalts einer Drehfläche 


f 2 

b) A = 2 ir x 
Jy l 


/l + x' 2 dy x = | / y 2 + 


x' « 
x 4 x 


y -f/TTT 

Wir wählen diesen Weg, weil y' bei x = 3 über alle 
Grenzen wächst. 

8/3 

Ajj = 2 A 1 = 3 Tr | / 13 y‘ + 16 dy 


Ai - 3 * [ 

J c 

y = sinh t 
/ 13 y 2 + 16 = 4 cosh t 


! V 1 ( y ^ 13 y 2 + 16 


usw. wie a) 

16 . 

ZU ' 


| 8/3 




19. Berechnung von statischen Momenten 
und Schwerpunktsermittlung 


19.01 A = —jr 


M = 392 

M x 27 y 




19.02 Mit Integralrechnung zu umständlich, daher zerlegt man das 
Viereck (hier!) in drei Dreiecke: 

■«) 
M5I!) 

s 3 


P 1 (1|1) P 2 (5,5|l) 

P 3 (2|2) 

mit A, = % 

1 4 

und 

ä 2 : P 2 (5,5|l) P 3 (2|2) 

P 4 (6|2) 

mit A 2 = 2 

und 

A 3 : P 3 P 4 P 5 (3,3|3,3) 


mit A 3 = | 

und 


M _ 5497 
y 216 


27 


Man kann auch in zwei Dreiecke zerlegen: 

P., P„ P c 


21 


°II : r 2 *4 r 5 
S 1 (3,278|l,778) 
S 2 (4,944|2,lll) 


S(3,679|1,858) 


19.03 A = 4 sinh 2 = 14,51 

partielle Integration liefert: 

8 sinh | - cos |]| = 35,93 

|4 

M = (x + sinh x)| = 31,29 

x 0 

19.04 A = 4 b 1 

Symmetrie zur y-Achse 
19.05 A = 2 M x = I 

das Integral wird mittels sin 2 x = ■ 


s-f 

J 0 

M x = 0,5 [ 

J 0 

S(2,48|2,16) 


5 a 

I (0 | 0,6 b) 


1 1H Hl 

’ 1 2 1 8 J 


axiale Symmetrie zu x = 2 
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19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 


19.06 a) A = 1 


(wie Aufgabe 19.05) 


(partielle Integration) 


b) A = -ln(cos x) | 
r TT/4 


= 0,5 ln 2 = 0,3466 


M x = 0,5 [ 

J n 


tan x dx = 0,5 (tan x - x) 


,71/4 


4 - TT 


0,1073 
S(0,542|0,310) 

19.07 a) A = 5 (sin 2 x « 


0,188 (Kepler) 


1 - cos 2x1 


«x - ( (- 


- cos 2x1 


dx 


■ T sin 2x + sin 4x 


(n\ 3) 

2 8 


b) A = j (siehe vorige Aufgabe), M y wird mit partieller 
Integration) ermittelt. 

My = (fi - 2 sin 2x + i sin 2 x) f- üL±-i 


M _ 3 TT 

M x 32 


M x (siehe vorige Aufgabe): 

S(1,104|0,375) 

19.08 a) A = 10 ln(10) - 9 (partielle Integration) A = 14,03 


M x = || ln 2 x - x ln x + xj| =12,48 

H y (l„|x| -|)||°- 90,38 

(beide Male partielle Integration) 

P 2 (4|9) A = 18 


S(6,444|0,890) 


b) P x (-2|3) 

M = 75,6 


S(1|4,2) 



19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 
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19.09 a) A = 1,5 M y = 1,8 M x = 2,25 S(l,2|l,5) 

b) A = 4 M y = 6,4 M x = S(1,6|2,2857) 

c) A = if M y = | M x = zf S(0,480|0,429) 

19.10 x 2 + y 2 = r 2 Das Segment liegt symmetrisch zur x-Achse, 
seine Höhe ist h, y g = 0. 



(Substitution r 2 - x 2 = u) 



Ist der Zentriwinkel 2 a, so ist a = arccos r ~ h , 

und somit: A = r 2 a - (r - h) h V2 r - h 

Für h = r (Halbkreis) erhalten wir: sf|—^loj 


19.11 ZU 15.03 

a) A = 0,3072 M y = 0,4063 M x = 0,0761 S(1,3227|0,2477) 

b) A = -1,309 My = -1,8885 M y = 1,0932 S(1,44|-0,84) 

ZU 15.04 

a) S(l,717|1,246) 

b) Wir betrachten den positiven Kurvenast y = x 3 ^ 2 

A = 3,569 My = 6,118 M x = 4,1472 S(l,7l|l,16) 

ZU 15.05 ZU 15.06 

a) S(3,409|0,0696) a) S(4,8064|-0,19974 

b) S(3,0574|0,1189) b) S(l,723|0,674) 

Zu 15.11 

a) X = 1 ± /3 a = 4 /3 = 6,92820 

My = 4 i/3 M x = 11,2 V2 S (11 2,8) 

b) X = 0,1 (-4 ± VFTZ ) X 1 = -2,582 X 2 = 1,782 

A = 13,85 My = -5,539 M x = 41,76 

S(-0,40(3,016) 
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19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 


C) 

X = 3 ± v'Ö 


A = 8 V6 = 19,6 


M = 24 VI - 
S ( 3 | 12,6) 

58,79 

M = 100,8 VI = 246 

Zu 

15.12 



a) 

X ! = 0 

x 2 = v/2 

A = 1 M y = - 


M - 16 V2 _ 

M -23“ " 

1,077 

S(0,754|1,077) 

b) 

A = 6,75 

P(-l|-l) 

P(2|8) 


M y = 5,4 

M x = 19,286 

S (0,8|2,86) 

c) 

zu b) punktsymmetrisch, 

daher S(-0,8|-2,86) 


19.12 A = 4,1569 M y = 5,3446 M x = 3,375 S(1,286|0,8119) 


19.13 a) V = 


(e - 1) = 84,19 


19.14 a) 


2 f« 2 

b) V = 4 ir e - TT x dy = 2 tt (e + 1) = 52,71 
f n Jl 

V = TT — ~ ° OS 2X dx = = 4,9348 

Jo 

b) V - n [ [ i - °° 3 2x ) 2 dx - I 

Jo 

I) 


1-2 cos 2x 


1 + cos 4x1 


19.15 y = a x gegeben r, h 


Rotation um die y-Achse 


h=ar 2 y=^ x 2 A = 2 * h (rechte, rotierende Hälfte) 


/ 1 + 


4 x dx = 0,5 cosh z dz 


r° 

J z i 


0,5 


r- 

J z i 


dz = 0,25 (z + 0,5 sinh 2z) 


= 0,25 |arsinh 2x + 2 x / 1 + 4 x 2 | | =1,4 

wenn für 2 x = sinh z gesetzt wird. 



19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 
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f« 

J n 


/ 1 + 


H - l* ■ 

M y - H | x 


4 x" dx 

5 VE - 1 
12 


J n 


/ 1 + 


4 X dx = 0,6084 


/ 1 + ' 


(Kepler) 


Exakte Auswertung des letzten Integrals : 2 x = sinh u 


if 2 2 2 1 f“ 2 

M = ± sinh ' 2 u costi u du = ^ ! 

X k 32 Ju, 

= -M “ 2 
32 k 


sinh 2u du 


COSh <f > ~ 1 du = 0,6063 

r z 2 

s = 8 I i 
Jz i 


S(0,574|0,410) 


}/ 1 + sinh 2 z dz = 8 I cosh z dz 


r- 

Jz i 


8 sinh 0,5 = 4,1688 


cosh z dz = 17,40140 


19.18 x g = n a aus Symmetriegründen 

x = a (t - sin t) y = a (1 - cos t) 


S(0|4,174) 


19.19 a) k 


(benützen Sie 1 - cos t = 2 sin j) 

y 2 - 


X_ - X, 


y l + k 2 (x 2 - X x ) = / (x 2 - x^ 2 + (y 2 - y 1 ) 2 

/-ö - ' (X 2 " x i } (X 2 + x i> 

/ 1 + k z dx = — -—- 


■ k; 


- /1 + i 


A S-2- * s-2 

S ist der Halbierungspunkt. 
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19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 


b) AB = a BC = b CD = C DA = d a = c b = d 
Viereck Afxjy^ B(x 2 |y 2 ) C(x 3 |y 3 ) D(x 4 |y 4 ) 
mit x. + x- = x- + x. und y 1 + y_ = y_ + y 


(x x + x 3 ) (a + b) s = 2 (a + b) 

X 1 + x 3 *1 + y 3 


s 2 y s 2 

S ist Schnittpunkt der Diagonalen, 
c) s = a + b + c A(x 1 |y 1 ) B(x 2 |y 2 ) C(x 3 |y 3 ) 
ÄB=c BC = a CÄ=b 


a (x 2 + x 3 ) + b (x 3 + x 3 ) + c (x 1 + x 2 ) 
x = 2 (a + b + c) 

_ a (y 2 + y 3 ) + b (y x + y 3 ) + c (y x + y 2 ) 
y 2 (a + b + c) 

Wir wählen A(0|0) B(c|0) C(x 3 |h c ), dann wird: 

a h c + b h c _ (a + b + c) h Q c h Q 

y s ” 2 (a + b + c) " 2 (a + b + c) 2 (a + b + c) 

= JE LA = Ü£ hl± m 1!e A_ = ^E 

2 “ 4 s 2 s/2 2 " s , 2 ■ P 

Wobei p' der Inkreisradius jenes Dreiecks ist, dessen 
Eckpunkte die Halbierungspunkte der Seiten des gegebenen 
Dreiecks sind. 

h c 

Aus y s = 2 - p ' folgt, daß der Linienschwerpunkt 

des A ABC von der Seite j des so eingeschriebenen 
Dreiecks den Abstand p' hat. 

Dies gilt aber für jede Seite des eingeschriebenen 
Dreiecks und daher ist der Linienschwerpunkt eines 
Dreiecks der Inkreismittelpunkt jenes Dreiecks, 
dessen Ecken die Halbierungspunkte des ursprünglichen 
Dreiecks sind. 



19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 
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d) Streckenzug P 2 (x 2 |y 2 ) 

X i 


p 0 ( x olV 


P. 


i i+1 
i+l } 


& ( *i + x <+i> 

n 


i r i ii (Yi + y 1+1 ) 

n 

2 E l ± 

i=i 1 


e) Wir betrachten den Sechstelbogen des Kreises mit 


ip € [-tt/ 6; ir/6] 


Dadurch ergibt sich y g = 0. 

.n/6 

1=2 r cos (p r d(p = r 2 


f) Parameterdarstellung der Ellipse: x = a cos t 

y = b sin t 


es ergibt sich s 


.n/2 

- ' 

J n 




sin^t + d dt 


Dieses (elliptische) Integral ist in geschlossener Form 
nicht auswertbar. Die Keplerregel ergibt den Näherungs¬ 


wert s = 


12 


Kreis a = b genau ist. 

Die Formel ist in a,b symmetrisch, d.h. es muß nicht 
a t b vorausgesetzt werden. 

Für die Momente ergibt sich: 

r */ 2 __ 

cos t v b 2 + e 2 sin 2 t dt 


« y -a( 


mit Kepler ausgewertet ergibt: ^y§ [b + 2 y/ a 2 + b 2 


-TT/2 

M x = b sin 
•*0 




e cos t dt 


■ =n (• ♦ » 

Vertauscht man a und b, so werden auch M y und M x ver¬ 
tauscht, d.h., es muß auch hier nicht a £ b vorausge¬ 


setzt werden. 
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19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 


a (b + 2 v a + b ) 
a + b + 2 / 2 (a 2 + b 2 ) 


a + b + 2 ✓ 2 (a + b ) 

Für den Kreis ergibt sich: M = - 


Dies sind alles Näherungsformeln, der Fehler beträgt 

maximal rund 4%. Beim Kreis: exakt x„ = - = 0,637 

s n ' 

Für die Momente ist eine geschlossene Auswertung der 
Integrale aber möglich. Für a > b gilt 

M y " rr («“nh f + ^f) " x * f- 5 6 («sinh | + 

19.20 14,42 siehe auch 18.04 

19.21 a) Die Strecke A(0|r) B(h|R) mit s||| R * r j rotiert um 


die x-Achse, ihre Länge ist s. 
b) Kreisbogen mit r und s 
Schwerpunkt: S | o |j 
A MPQ « A OSR y = ÖS 


M = tt s (R + r) 


p = RS 

p : y = h : s 


*M “ b 2 n “b 

Ajj = 2 n r h 



A Zone ^aube 1 ~ ^Haube 2 

= 2rrrh 1 -27rrh 2 = 2Trr(h 1 -h 2 ) = 2 n r h 
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19.22 Wir legen den Kreis in Scheitellage y 2 = 2 r x - x 2 

r h 

Er rotiert um die x-Achse. M yz = n x y 2 dx 

J 0 

_ n h 3 (8 r - 3 h) „ _ n h 2 (3 r - h) - _ h (8 r - 3 h) 

12 V 3 s 4 (3 r - h) 

Abstand des Schwerpunktes vom Mittelpunkt der Kugel: 



Test h = r : x s = ^ 


19.23 Für den Halbkugelkörper gilt: x g = pp 


M yz - »i - M 2 - I (R 4 - r 4 ) V - - v, 

x , 3 (R 4 - r 4 ) , 3 (R + r) (R 2 + r 2 ) 

S 8 (R 3 - r 3 ) 8 (R 2 + Rr + r 2 ) 

Test: r = 0: ^ r = R: | (Halbkugelfläche) 

19.24 x 2 + y 2 = r 2 Kreis geschnitten mit der Ordinate 

x=r-h r-h= Kegelhöhe p = Kegelradius mit 

p 2 = h (2 r - h) (Höhensatz) Kegelkörperschwerpunkt 
in der Entfernung ^ (r - h) vom Mittelpunkt. 


(2 r - h) r h 


= f (2 r - h) 


19.25 Die Strecke P 1 (0|r) P 2 (h|R) rotiert um die x-Achse. 


v-f 

J n 


x y 2 dx = nJlLil d2 


12 


2 R r + r ) 


TT h (R + R r + r ) 


= h (3R +2Rr + r ) 

3 S 4 (R 2 + R r + r 2 ) 

x s ist die Entfernung des Schwerpunkts von der kleineren 
Kreisfläche. Vertauscht man R und r, so erhält man die 
Entfernung von der größeren Kreisfläche, 
r = 0 liefert den Kegelkörperschwerpunkt. 
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19. Statische Momente und Schwerpunktsermittlung 


V ' 


19.27 h 2 = R 2 - r 2 
r h 


"yz “ " f CX (R 2 
J 0 


X s = X ' 6 

TI h 4 


v = TI | 


(R 2 - x 2 - r 2 ) dx = 


*. - ¥ - - 3 ,/D i; d 


; tt h (R - r) (R + 3 r) 


„ _ 7r h (R - r) (R + 2 r) 
3 R 


. , r b 2 : 

2 TI a b 2 


x = 5-Jt 
s 8 


h (R - r) (R + 3 r) 
4 R (R + 2 r) 


y s = z s = 0 


19.30 Spitze des Kegels liegt im Ursprung 


y = e : 


yz 


n [ h x y ds - 2-H-E ["x 2 

Jo Jo 


/1 + 


k dx I 


2 tt r s h 


x = 

X S 3 


Mantel = rr r s 

19.31 Die Strecke P i(°l r i) P 2 (h|r 2 ) rotiert um die x-Achse 


” ( * p-r 11 - + /• + prP 1 ) 

J n 


dx 


n s h (r + 2 r ) 


h (r x + 2 r 2 ) 
3 (r l + r 2 ) 


Mantel = tt s (r 2 + r^ 

y s = = 


Stichprobe : r 1 = r 2 (Zylinder) x s = § 
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Hauptschnitt: Kreis x +y =r y' = - — 

ds = y 1 + y' 2 dx = ^ dx 

Die Zone ist begrenzt durch x = x. und x = x_ 


A x = X dA 


( 2 " H X = - 2 " |x' X 


S liegt in der Mitte zwischen den Begrenzungsebenen. 


Test mit Halbkugelfläche: h = r 



20. Momente zweiten Grades 


20.01 Die Strecke P^Ol^) P 2 (h|r 2 ) r 2 * r 1 rotiert um die 


= H - r i 3 ) 


y d y = Tnv ( r 7 - r i ) 


3 (r_ J - r. ) 


10 (r 2 - r. ) 


Stichproben: 

Kegel: 


r. = 0 r_ = r J = ^ m r‘ 


x-I §- 2 


- k »** 


20.02 Wir legen den Kreis in Scheitellage: y = 2 r x - x 


y dx = r " “ (20 r — 15 r h + 3 h ) 


(2 r — 1,5 r h + 3 IT) 


Für r = 0,1 m h=0,04m p (in kg m ) erhalten wir: 


b ) J ni = H h " x > p 71 y dx = 


2 . = p n h (5 r - h) 


_ P tt h" (3 r - h) 


T _ m h (5 r - h) 
J pl 10 (3 r - h) 



20. Momente zweiten Grades 
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T _ p a b c 
yz 12 


■c: 


J x = lf (k>2 + ° 2) Für a = b = c (Würfel) : J = £ m a‘ 


20.04 Siehe Beispiel 1 von Seite 230 des Lehrbuchs: 




J = 4 m (r; + <) 


erhalten wir: J = ■=■ m b' 


Analog gilt: 


_ 2 _ k 2 
x " 5 m b 
2_2 


Test für Kugel: a = b = r 


J Kugel “ 5 m r2 


J x = 0,2237 p V = 0,68228 J x = 0,3279 m 

20.07 Aus Beispiel 2, Seite 234 des Lehrbuchs folgt: 


= a = A b 
i a 12 6 


x - b a _ A a 
b 12 6 


c h A h 
c 12 6 


= 5,76 cm I- = 


= c h = A h 
c 4 2 


Die Formeln für I und I- gelten auch für schiefwinklige 


20.08 Die Diagonale c teilt das Rechteck in zwei Dreiecke mit 


6 (a + b ) 6 (a + b*) 
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20. Momente zweiten Grades 


20.09 Sechseck: Beispiel 2, Seite 234 des Lehrbuchs : 

Für ein Dreieck mit der Grundseite g und der zugehörigen 

h 3 

Höhe h gilt in bezug auf g: I 1 = . 

In bezug auf die Parallele zu g durch C ist nach dem Satz von 


I = -- = 0,2083 A r 

24 

Achteck: Wir zerlegen das im 1.Quadranten liegende Viertel 
des Achteckes in zwei gleichschenklige Dreiecke, die je ein 
Achtel des Vielecks sind. 

Das eine Dreieck liegt mit einem Schenkel g = r auf der 

x-Achse und hat die Höhe h = r/V2. Sein Trägheitsmoment in 

3 __ 4 

bezug auf die Grundseite g = r beträgt = 9 

Das andere Dreieck liegt oben an und sein zweiter Schen¬ 
kel r liegt auf der y-Achse. Wir unterteilen es durch eine 
Horizontale durch den Eckpunkt des Achteckes (r/\^2 | r/\/2) . 

Für das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck ist 


Für das obere rechtwinklige Dreieck mit der längeren 

Kathete t/V2 und der kürzeren r - r/V2, die auf der y-Achse 
_ h 3 

liegt, ist I 3 = 9___ mit g = r/v'I und h = r - v/V2. 

Nach dem Satz von Steiner ist sein Trägheitsmoment in bezug 
auf die x-Achse: 


g^l + ah 


= (4 + V2) A : 


= 0,2256 A r 
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Vergleichen Sie mit I Q = 0,25 A r , dem Flächenträgheits¬ 
moment eines Kreises in bezug auf einen Durchmesser. 


4 r n/2 

2 <P dp - -jj- f 
J n 


Siehe auch Beispiel 3, Seite 234 des Lehrbuchs, dort 


20.11 Parameterdarstellung: x = a cos t y = a sin t 
I f a r 71 /^ 

. 1 | „3 _ .4 f sin 10 t cos 2 t dt 


^-if y 3 dx .a 4 f 

J n J n 


sin t (1 - sin t) dt 


Durch den unbestimmten Ansatz 


dx = A sin F x cos^* 


und Differentiation erhält man mit Koeffizienten- und 


Exponentenvergleich: 


2-^ | sin n-2 x , 


Für gerade n = 2 m ergibt sich: 
.71/2 -71/2 


Durch Rekursion erhalten wir: 


1 • 3 . 5 ♦ ... » (2 m - 1) 77 

2 • 4 • 6 • ... • (2 m) 2 


I + I, 


2 I, 


3 36 77 cm 


1055,6 cm 
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20. Momente zweiten Grades 


20.12 i x = | y 3 dx = | (1 + sinh 2 (|)) cosh | dx 

-2 '-2 

z = sinh j dz = cosh | z ± = -1,1752 z 2 = 3,6269 

f Z 2 

I = (1 + z 2 ) dz = 113,31 cm 4 

K 

f 3 

20.13 I x = | y 3 dx = 64 s ^ 3 = 0,2879 cm 4 

■*0 


20.14 Als bekannt werden die Trägheitsmomente eines Rechtecks mit 
den Seiten b (Grundstrecke) und der Höhe h in bezug auf die 
Seite b und in bezug auf die zu b parallele Schwerachse an¬ 
gesehen: 

r - b h 3 T _ b h 3 

L b ~ ~3 1 " "TT" 

Damit lassen sich alle Trägheitsmomente der angegebenen 
Figuren zusammensetzen. Man erhält: 


a) 

b ) 

c) 

I§ < B H 3 - b h 3 ) 

d) 

e) 

f) 

i [(B - b) H 3 + b (H - h ) 3 



22. Wahrscheinlichkeitsrechnung 


22.01 P = y = 0,571 22.02 P = ^| = 0,139 

22.03 P(10) = = 0,125 P = 1 - ^ = 0,875 

22.04 P(die Zahl ist durch 3 oder durch 4 teilbar) = 

P(die Zahl ist durch 3 teilbar) + P(die Zahl ist durch 4 
teilbar) = + = |§ = 0,56 

22.05 1.Lösungsveg: 

P(Werfen einer geraden Zahl oder von 2) 

= P(Werfen einer geraden Zahl) + P(Werfen von 2) 

- P(Werfen einer geraden Zahl und von 2) 



2. Lösungsveg: 

Es gibt 3 günstige Möglichkeiten. Daher: P = ^ = 0,5 


22.06 P(X x + X 2 > 8 | X x = 4) = P(X 2 >4) = f = 0,333 
22.07 Da die beiden Würfe voneinander unabhängig sind, gilt: 

P^ = 2 und x 2 = 3) = P(x 1 = 2) P(x 2 = 3) 

- ? • S - 3 ? * °' 0277 

22.08 Die drei Würfe sind unabhängig voneinander. Daher gilt: 

P(x 1 = 1 und x 2 = 1 und x 3 = 1) 

- P(x x - 1) P(x 2 - 1) P(x 3 -D-I-J-I-JII" °'° 0463 
22.09 Nach der Entnahme eines fehlerhaften Teils besteht die 
Grundgesamtheit aus drei Teilen, von denen einer 
fehlerhaft ist. 

P(2. Teil ist fehlerhaft | 1. Teil ist fehlerhaft) = | 

= 0,333 


22.10 Die Anlage arbeitet nicht fehlerfrei, wenn wenigstens 

eine Maschine nicht fehlerfrei arbeitet, wenn also nicht 
alle Maschinen fehlerfrei arbeiten: 

P(Anlage arbeitet nicht fehlerfrei) = 1 - P(fehlerfrei) 

= 1 - 0,9 • 0,85 • 0,8 • 0,9 = 0,4492 
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22. Wahrscheinlichkeitsrechnung 


22.11 P(Stück hat Qualität A) = 

P(Stück hat Qualität A I Stück ist fehlerlos) mal 
P(Stück ist fehlerlos) = 0,7 (1 - 0,04) = 0,672 

22.12 Die beiden Würfel sind unabhängig voneinander. 

Daher gilt: 

PtXj^ = 1 und x 2 ist gerade) = Pfx^^ = 1 ) P(x 2 ist gerade) 

- I • I * 15 “ °' 0833 

22.13 Die beiden Würfel sind unabhängig voneinander. 

1. Lösungsveg: Folgende 6 der 6 mal 6 Möglichkeiten sind 

günstig:(1,2), (1,4), (1,6), (2,1), (4,1), (6,1) 

Daher gilt: P = y| = i = 0,167 

2. Lösungsveg: 

p|ein Würfel zeigt 1 und der andere zeigt eine gerade Zahlj 

= P^x^l und x 2 ist gerade) oder (x 1 ist gerade und * 2 =l)j 
= P^ = 1 und x 2 ist gerade) + P(x x ist gerade und x 2 = 1 ) 


- f * f + f * t - i - °' 167 

22.14 Die beiden Würfel sind unabhängig voneinander. 

1. Lösungsveg: 

Folgende 5 der 6*6 Möglichkeiten sind "günstig": 

(1,1), (1,3), (1,5), (3,1), (5,1) 

Daher gilt: P = ^ = 0,139 

2. Lösungsveg: 

P(ein Würfel zeigt 1 und der andere zeigt eine ungerade 
Zahl) = PtfXj^ = 1 und x 2 ist ungerade) oder 
P(x x ist ungerade und x 2 = 1 )] 

= P(x 1 = 1 und x 2 ist ungerade) 

+ P(x 1 ist ungerade und x 2 = 1) - P(x 1 = 1 und x 2 = 1) 
_ 1 1,1 1 1 


36 


0,139 


22.15 Die beiden Würfel sind unabhängig voneinander. 

1. Lösungsveg: 

Folgende 6 der 6 mal 6 Möglichkeiten sind "günstig" 
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), ( 6 , 6 ) 

Daher gilt: P(x 1 = x 2 ) = ^ J = 0,167 
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2. Lösungsveg: 

Die Augenzahl des 1. Würfels spielt keine Rolle. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß der 2. Würfel die gleiche Zahl 
zeigt wie der 1. Würfel beträgt i 

22.16 P(x >5) = 1 - P(x a 5 ) = 1 - P(x = 3 oder x = 4 oder x = 5) 
Es gibt folgende 10 "günstige Möglichkeiten” mit drei 
Würfeln die Augenzahlsumme 3 oder 4 oder 5 zu werfen: 
Augenzahlsumme 3: (1,1,1) 

Augenzahlsumme 4: (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1) 

Augenzahlsumme 5: (1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,1,2), 
(2,2,1), (3,1,1) 

Daher P(x s 5) = und P(x > 5) = 1 - = 0,954 

22.17 1. Lösungsveg: 

P(Bub oder As) = j| = j = 0,25 
2. Lösungsveg: 

P(Bub oder As) = P(Bub) + P(As) =^+^=^=^= o,25 

22.18 P(X x + X 2 < 8 | X x = 4) = P(X 2 < 4) =|=|= 0,5 

22.19 P((2. Teil ist fehlerhaft und 3. Teil ist fehlerhaft) | 

1. Teil fehlerfrei) = P(3. Teil ist fehlerhaft I (1. Teil 
ist fehlerfrei und 2. Teil ist fehlerhaft) ) mal 

P(2. Teil ist fehlerhaft I 1. Teil ist fehlerfrei) 



22.20 Die Münzwürfe sind voneinander unabhängig. 

Daher beträgt die Wahrscheinlichkeit (wie beim l.Wurf) 0,5 

22.21 N = 100 d = 2 n = 5 

a) Ziehen mit Zurücklegen: 

P(l. Teil ist fehlerhaft und 2. Teil fehlerhaft und ... 
und 5. Teil ist fehlerhaft) = = 0,02 5 

= 0,0000000032 

b) Ziehen ohne Zurücklegen: 

Im Los sind nur 2 fehlerhafte Teile. 

Daher gilt: P(alle 5 Teile sind fehlerhaft) = 0 





23. Kombinatorik 


23.01 a) Durch jede mögliche Anordnung der 4 Ziffern ergibt sich 
eine andere vierstellige Zahl. 

Daher gilt: Es gibt 41, also 24 verschiedene vier¬ 
stellige Zahlen, die die gefragten Bedingungen erfüllen, 
b) Es gibt 4! verschiedene Anordnungen der Zahlen 2, 0, 1, 3 
Die Zahl ist nur dann vierstellig, wenn die erste Ziffer 
nicht 0 ist. 

In 3! verschiedenen Anordnungen ist die Zahl 0 an erster 
Stelle. 

Daher gilt: Es gibt 4! - 3!, also 18 verschiedene 
vierstellige Zahlen, die die gefragten Bedingungen 
erfüllen. 

23.02 Wir setzen, wie in der Praxis üblich. Ziehen ohne Zurück¬ 
legen voraus. Die Anordnung der Teile innerhalb der Stich¬ 
probe spielt keine Rolle, daher gibt es 

| 190 j = 10 ° ] 99 t * 3 98 = 161700 verschiedene 3er-Stichproben 
aus diesem Los. 


23.03 Anzahl der Amben: | 99 j = I 99 = 4005 
Beachten Sie: ( 9 °) = 2 f°* 8 , 

Anzahl der Ternen: | 9 °j = 9 ° 1 ' 89 ‘ 88 = 117480 
Beachten Sie: ( 9 °) = 5 ?^ 

23.04 K(5; 3) = = 10 


23.05 Die n Eckpunkte werden durch Strecken verbunden. 
Davon ist die Anzahl der Seiten abzuziehen. 


- n 


n ( n - 3 ) 



24. Diskrete Verteilungen 



24.06 N = 1000, n = 100 

a) d = 5 P(x s 2) = G(2) = g(0) + g(l) + g(2) 

P(X s 2) = 0,9916 = 99,16 % 

b) d = 20 P(x < 2) = G(1) = g(0) + g(l) 

P(X < 2) = 0,3892 = 38,92 % 

c) d = 80 P(X = 8 ) = g( 8 ) = 0,1534 = 15,34 % 

d) d = 10 P(x > 1) = 1 - G(1) = 1 - (g(0) + g(l)) 

P(X > 1) = 0,2637 = 26,37% 

e) d = 5 P(x * 1) - 1 - g(0) 

P(x £ 1) = 0,4102 = 41,02 % 

f) d = 5 P(x < 10) = 1 

Da nur 5 rote Kugeln in der Grundgesamtheit sind, findet 
man sicher weniger als 10 rote Kugeln in der Stichprobe. 


1 u und a können auch direkt mit Hilfe eines Taschenrechners 

berechnet werden, der x und s von gruppierten Werten, also von 
Werten, deren absolute Häufigkeit bekannt ist, berechnen kann. 
Damit die Berechnung der absoluten Häufigkeiten einfach wird, 
wählt man einen geeigneten Stichprobenumfang. 


In den Aufgaben 24.01 bis 24.03 wählen wir n = 1000 und in der 
Aufgabe 24.04 n = 100. 

4 entspricht dann x und er entspricht s ^ SH 1 - 
bzw. v/ Varianz . 
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24. Diskrete Verteilungen 


24.07 N = 80 d=pN= 0,1 • 80 = 8 n = 15 

a) P(x = 0) = g(0) = 0,1741 = 17,41 % 

b) P(X = 1) = g(l) = 0,3603 = 36,03 % 

c) P(x > 1) = 1 - G(D = l - (g(0) + g(l)) 

= 1 - (0,1741 + 0,3603) = 0,4656 = 46,56 % 

d) P(X £ 1) = 1 - g(0) = 1 - 0,1741 = 0,8259 = 82,59 % 

24.08 N = 32 d = 4 n = 5 

P(X = 2) = g(2) = 0,0976 = 9,76 % 

24.09 Hypergeometrische Verteilung mit N = 45, d=6, n=6, x=6 
P(l. Rang) = g(6|45, 6; 6) = 814 ^ 6Q - = 1,23-10 _7 

24.10 Hyp: g(6|45; 7; 6) = 7/8145060 ist die W. aus den 7 Zahlen 
6 zu ziehen, also im 1. oder im 2. Rang zu gewinnen. 

P(2. Rang) = P(l.Rang oder 2. Rang) - P(l. Rang) 

= g(6|45, 7; 6) - P(6|45, 6; 6) = 7,37-10~ 7 

24.11 n = 5 p = 0,15 U = n p = 5 • 0,15 = 0,75 

<r - ✓ n p (1 - p) /g-E-I - °' 7984 / iT=-i 

a) N = 20 a = 0,7094 b) N = 100 er = 0,7821 

c) N = 1000 er = 0,7968 

24.12 N = 120 d = 24 n = 12 u = n ^ = 12 y|i =2,4 

24.13 p = 0,1 n = 50 a) P(x s 5) = G(5) = 0,6161 = 61,61 % 

b) P(X < 4) = G(3) = 25,03 % 

C) P(X > 3) = 1 - G(3) = 74,97 % 

24.14 p = 0,5 n = 10 P(x * 7) = 1 - G(6) = 0,1719 = 17,19 % 

24.15 a) p = 0,1 n = 5 


X I 0 

1 2 

3 

4 

5 

g(x) | 0,590 

0,328 0,073 

0,008 

0,000 

0,000 

U = n p = 5 • 

0,1 = 0,5 




<r 2 = n p (1 - 

p) = 5 • 0,1 • 0, 

,9 = 0,45 


p = 0,3 n 

= 5 




x 1 o 

1 2 

3 

4 

5 

g(x) | 0,168 

0,360 0,309 

0,132 

0,028 

0,002 

4 = n p = 5 ♦ 

0,3 = 1,5 




i 

ß. 

c 

ii 

"b 

p) = 5 • 0,3 • 0 , 

,7 = 1,05 





24. Diskrete Verteilungen 
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c) p = 0,5 n = 5 



0 12345x 0 12345x 0 12345x 


24.16 4 = n p Daher gilt: n = ^ = = 21 

a 2 = n p (1 - p) = 21 • 0,3 • 0,7 = 4,41 

24.17 Aus 4 = n p und a 2 = n p (1 - p) 

2 

folgt, daß — = 1 - p gilt. Daher erhalten wir: 

p=l-^—=1- 2 ' 328 = 0,03 und n = 4/p = 80 

24.18 p = 0,7 n = 10 

Die Fertigung enthält einen Anteil q=l-p=0,3 fehler¬ 
freier Stücke. 

n - x ist die Anzahl der fehlerfreien Stücke in der 
Stichprobe. 

P(n - x > 4) = 1 - G(4) = 1 - 0,8497 = 0,1503 = 15,03 % 

24.19 p = 0,1 P(n — X * 3 ) = 0,99 

n x = n - 3 G(x) 

3 0 0,729 

4 1 0,948 

5 2 0,991 

Wenn 5 Fliesen entnommen werden, dann dürfen höchstens 
2 Fliesen fehlerhaft sein, damit mindestens 3 Fliesen 
fehlerfrei sind. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür ist größer als 99 % 

Daher erhalten wir: n t 5 
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24. Diskrete Verteilungen 


24.20 Ein Anteil p = 0,1 der Samen ist nicht keimfähig. 
Wenn mindestens 90 von 100 Körnern keimfähig sind, 
sind höchstens 10 Körner nicht keimfähig. 

Wir rechnen: P(x * 10) = G(10) = 0,5832 = 58,32 % 

24.21 p = 0,04 n = 100 

P(x a 1) = 1 - G(0) = 1 - 0,0169 = 0,9831 = 98,31 % 

24.22 4 = 0,7 



24.23 p=3 a) P(x s 2) = G(2) = 0,4232 

b) P(x = 5) = g(5) = 0,1008 

C) P(X > 2) = 1 - G(2) = 0,5768 

24.24 4=3 a) P(X = 1) = g(l) = 0,1494 

b) P(X > 3) = 1 - G(3) = 0,3528 

C) P(X < 3) = G(2) = 0,4232 

24.25 Die Prüfeinheit ist 1 m 2 . 4 = = 3 

a) P(X a 2) = 1 - G(1) = 1 - 0,1991 = 0,8009 

b) P(x = 2) = g(2) = 0,2240 c) P(x * 2) = G(2) = 0,4232 

24.26 Die Prüfeinheit sind 5 Tage. 4 = 5 • 1,2 = 6 

P(x = 3) = g(3) = 0,0892 

24.27 a) X = 3,704 b) 4 = 3,7 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

g(x) 

0,025 

0,091 

0,169 

0,209 

0,193 

0,143 


0,024 

0,092 

0,172 

0,198 

0,198 

0,144 

X 

6 

7 

8 

9 

10 


g(x) 

0,088 

0,047 

0,022 

0,009 

0,003 


n i 

h j “ 5Ö0 

0,092 

0,046 

0,022 

0,008 

0,004 



c) Die relativen Häufigkeiten hj stimmen fast mit den 
Wahrscheinlichkeitsfunktionswerten g(x) überein. 

Die Anzahl der Kratzer ist tatsäschlich Poisson- 
verteilt. 

24.28 Wir verwenden die Po-Verteilung mit 4 = n p = 100 • 0,05 
also mit 4=5 als Näherung für Bi(n = 100; p = 0,05). 
P(X a 1 ) = 1 - G(0) = 1 - 0,0067 = 0,9933 






25. Normalverteilung 


25.01 a) 0,21185 b) 0,00621 c) 0,06681 d) 0,23576 

e) 0,88493 f) 0,98610 g) 0,38481 h) 0,40605 

25.02 4 = 72 <r = i/25 = 5 


P(X s 82) = G(2) = 0,97725 

b) U . = 0,6 P(X > 75) = 1 - G(0,6) = 0,27425 


c > u nh = - 2 ' 4 


P(x > 60) = 1 - G(- 2,4) = 0,99180 


d) * = 5 * 0,6 <r = 3 

P(|x~ 4 | s 3) = P(0,6 a s x - u * 0,6 a) 

= 2 G(0,6) - 1 = 0,45150 

e > u ob = 1 ' 6 u un = -°' 4 

P(70 s x s 80) = G(1,6) - G(—0,4) = 0,60062 

f ) U „h = °^ 4 U „n = -°/ 8 


25.03 4 = 115,6 


P(68 s X s 74) = G(0,4) - G(-0,8) = 0,44356 
= 115,6 er = 0,4 

) 0,15866 b) 0,06681 c) 0,77453 



50 60 70 80 90 100 110 x 80 100 120 140 160 160 200 x 



-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 x 13,9 20,1 26,3 32,5 38,7 44,9 51,1 x 
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25. NormalVerteilung 


25.05 a) P(u a c) = G(c) = 0,20 =* c = -0,842 

b) P(u a c) = G(c) = 0,80 => C = 0,842 

C) 2 G(c) - 1 = 0,50 => G(c) = 0,75 =» c = 0,675 

d) G(c) = 0,60 => C = 0,253 

25.06 a) 79,61 mm < x < 80,39 mm b = 0,78 mm 

b) 79,48 mm < x < 80,52 mm b = 1,04 mm 

25.07 a) einseitig nach oben abgegrenzter 95 % - ZSB(x): 
x a 80,33 mm 

b) einseitig nach unten abgegrenzter 80 % - ZSB(x): 
x ä 79,83 mm 

25.08 95 % - ZSB(X): X un = 496,08 g X Qb = 503,92 g 

25.09 x: NV(80 ; 0,2 2 ) x: NV(80; 0,04472 2 ) 

a) 79,98 mm a x s 80,02 mm b = 0,04 mm 

b) 79,97 mm a x a 80,03 mm b = 0,06 mm 

25.10 a) 1360,80 N/mm 2 a x a 1439,20 N/mm 2 

b) 1393,07 N/mm 2 s x a 1406,93 N/mm 2 




2 5. Norma1verteilung 
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25.15 a) (l) 

8,355 s n s 8,445 

(2) 

162,56 s 4 s 165,44 

(3) 

13991 s 4 s 14009 

(4) 

50,164 s 4 < 50,236 

b) (1) 

8,438 

(2) 

165,30 

(3) 

14007 

(4) 

50,232 

c) (1) 

8.362 

(2) 

162,70 

(3) 

13993 

(4) 

50,168 

25.16 1/1 = 

v/ 2 n/i/n = V2 =» 1 1 

= l/i /2 


1 = 0 ,* 

) mm =» 2 1 = 0,57 mm 



25.17 1/1 = 

2 *♦ y~n^Jn = 2 =» 

n 1 = 4 n 

=* = 80 

25.18 a) (1) 

8,368 s u s 8,432 


162,02 s 4 * 165,98 

(3) 

13992 s 4 ä 14008 


50,164 s 4 s 50,236 

b) (1) 

8,427 

(2) 

165,76 

(2) 

14007 

(4) 

50,231 

c) (1) 

8,373 

(2) 

162,24 

(3) 

13993 

(4) 

50,169 

25.19 a) (1) 

0,072 s <T s 0,120 

(2) 

2,175 s a s 5,165 

(3) 

30,983 Sffi 42,404 

(4) 

0,027 s er s 0,083 

b) (1) 

0,114 

(2) 

4,891 

(3) 

41,244 

(4) 

0,077 

c ) (1) 

0,075 

(2) 

2,246 

(3) 

31,701 

(4) 

0,028 

25.20 FZT46 

0,95 zweiseitig, s 

= const 


n = 18 

K un = °' 75 

K ob = 

1,50 



26. Statistische Tests 


26.01 Nullhypothese H Q : 4 A = 4 ß 

a) ZSB(x ß ): 49,78 s x ß s 50,22 

x A t ZSB (x ß ) =» H q wird verworfen 

b) ZSB(X ß ): 12,397 — X ß ^ 12,443 

x A e ZSB(x ß ) => H q wird nicht verworfen 
C) ZSB(x ß ): 181,67 s X ß s 182,33 

x h t ZSB(x ß ) => H q wird verworfen 
26.02 Nullhypothese H Q : 4 A = 4 ß 

Wir müssen mit indirektem Schluß und damit mit der 
t-Verteilung arbeiten. 

Es gilt: M a - i Vl;l -« /2 ' 

a) VB(m a ): 48,87 s 4 A s 49,33 

4 ß t VB( 4 a ) =» Hq wird verworfen. 

b) VB(u Ä ): 12,41 * * 12,45 

4 ß e VB( 4 a ) =» Hq wird nicht verworfen 
C) VB(4 a ): 182,66 a M A s 183,34 

4 ß t VB (4g) =» Hq wird verworfen 

26.03 x A = 245,591 N/cm 2 s ft = 3,4868 N/cm 2 

Es scheint 4 A < 4 ß zu sein. 

"Nichtanklage", daher H Q : U A Ä 4 ß 

Diese Nullhypothese wird nicht verworfen, wenn 4 ß im ein¬ 
seitig nach oben abgegrenzten 95% - Vertrauensbereich von 4 A 
liegt. 

Wir erhalten: 4 A s 246,9 N/cm 2 

4g = 246,5 N/cm 2 e VB( 4 A ) =*■ H Q : 4 A £ 4 ß wird nicht ver¬ 
worfen. Auf dem 95 %-Niveau ist eine Verbesserung nicht 
auszuschließen. 



27. Näherungsweise Berechnung von Funktionswerten 


27.01 P 2 (X) = -0,4053 X + 1 P 4 (X) = 0,03696 X - 0,49647 X + 1 

27.02 P 1 (X) = P 2 (X) = 1,2732 X P 3 (X) = 0,45549 X 3 + 0,99227 X 

Beachten Sie, daß auch P 4 (x) = 0,47219 x 3 + 0,98197 x ein 
Polynom dritten Grades ist, damit aber eine bessere Annäherung 
erreicht wird. 


27.03 P 3 (X) = -0,01845 X + 0,13693 X - 0,41137 X + 1 
27.04 P^X) = 0,30103 X - 0,30103 

P 2 (X) = -0,10231 X 2 + 0,60795 X - 0,50564 
P 4 (X) = 0,04635 X 3 - 0,31153 X 2 + 0,91117 X - 0,64599 
27.05 P^X) = 1,8134 x + 3,7622 

P 2 (X) = 0,69055 X 2 + 1,81343 X + 1 

P 3 (X) = 0,20748 x 3 + 0,71202 X 2 + 0,98353 X + 0,91412 

P 4 (X) = 0,04916 X 4 + 0,21274 X 3 + 0,49392 X 2 + 0,96246 X + 1 

Zu den folgenden Aufgaben sei bemerkt, daß sich sinngemäß P^(x) aus 
den ersten 2 Gliedern von P 3 (x) und P 2 (x) aus den ersten 3 Gliedern 
von P.(x) ergibt. 


27.06 a) P.(x) = i + ± - ±- 


x x_ 5 x 
3 “ 9 81 


bl P (x) = 1 - 2 - 2- - £-£- 

D) * 3 ixj ± 3 9 81 


b) P 3 (x) = 1 + i X + | x 2 + M X 3 


b) P.(x) = -2+x + ±x +± x J 


27.09 a) P 3 (x) = 1 + x + | x 2 + | x 3 

b) P 3 (X) = 1 + 2,303 X + 2,651 X 2 + 2,035 X 3 
27.10 a) P 3 (x) = | X - ^ X 3 P 1 (x) = P 2 (x) = | X 

b) P 3 (x) - § x - x 3 



28. Unendliche Reihen 


28.01 a) 

b) 

28.02 a) 

b) 

28.03 a) 

b) 

28.04 a) 

b) 

28.05 a) 

b) 

28.06 a) 

b) 

28.07 a) 

b) 

28.08 a) 

b) 


cos x = 1 - 


rr + 4i " ei + ••• 


cosh x = 1 + 


2l + 41 + 61 + ••• 


sinh X-X + j|- + u + yy 


2 x 17 X 
3 ' 15 315 


tan x = x + ^— 
sin(2x - J) = - V2 (| - 
arcsin x = x + ^ x 3 + 
x 3 x 5 

arctan x = x - ■*— + =— 


1 ^ _2 x 5 + _ 1 _ 

40 112 


1 + x 
1 


= 1 - X + X* - X 
= 1 - X 2 + X 4 - 


1 + x‘ 

/ 1 + X = 1 + i X - i X 2 + 2 X 3 


/ 1 + X 


! . ± x + 1 x 2 - -1 X 3 
1 2 x 8 x 16 x 


1 „2 . 1 • 3 4 


(1 + X) Z 


■ = 1 — 2 X + 3 X - 4 X 


J 3 • 2! 

1 v 3 1 6 



(Vergleichen Sie 
Ausdividieren) 



2 ! 


3! 



28. Unendliche Reihen 
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E kin = m 0 


((1 - x) 


- xr 1 / 2 - 


- x) -1 / 2 - 1- * + 4 X 2 + ... 


(1 - X) 


f-d. 

U c 2 


3 V 
8 c 4 


E kin 


Setzt man x = ^ , erhält man dieselbe Reihe, der Rechen¬ 
aufwand ist jedoch wesentlich größer! 

8.10 a) 2 n J 1 + ^ = 2,0088 


b) 0,4855 Setzen Sie: -j- — = i Vl - 4 

C) 20 /l - ^ = 19,2354 

d) ? ^ = 0,24264 



29. Funktionen in zwei Variablen 
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29. Funktionen in zwei unabhängigen Variablen 


29.04 a) £ = 3 x* 


dx dy dy dx 
b) II - 4 x - 5 y 


ZJ - - 5 x + 2 y 


dx dy dy dx 

29.05 a) g = 3 x 2 - 4 x y 


^ = ' 2 x + 12 y 


of = a-t m _ 

dx dy dy dx 

= 16 u 3 + 15 u 2 v 


dt = a f 
au av av au 


29.06 a) % = 


a f = a f . 

dx dy dy dx 


at_ m 2 -1/3 


Sf = 2 -1/3 


€1 = _ 1 v -4 / 3 

ay 2 9 Y 


a f = a f . 
ax ay ay ax 




29. Funktionen in zwei Variablen 
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29.07 a) 


b) 


29.08 a) 


b) 


29.09 a) 


af l VxY" 


af 

l ✓x~y~' 

ax 2 x 


ay 

2 y 

a 2 f l v^Tyr 


a 2 f _ _ l i/5T~y^ 

ax 2 " " 4 x 2 


ay 2 

4 Y 2 

a f 2 _ a f 2 
ax ay ay ax 

✓x y 

4x y 


i fey 

3f 2 /x 2 y 


af 

ax 3 x 


ay = 

3 y 

3. 




a 2 f _ 2 /x 2 y 


a 2 f . 

..i^T 

ax 2 9 x 2 


ay 2 


a 2 f _ a 2 f 

3 /~2 ' 

2 /x y 



ax ay ay ax 

9 x y 



** = y e xy 
ax y e 


af 

ay 

X 

<d 

3 

S 

(D 

X 


aff = 

■ x 2 e x y 

ax 


ay 2 


a 2 f _ a 2 f 
ax ay ay ax 

= e xy (x y + 1) 



M - >xy <* *■ + 

1) 

af 

a y 

x 2 e** 

«4 *»* xy < x y 

+ 2) 

«4 - X 3 e*y 

ax 


ay 



af 

y 

af 

X 


“ “ 

X 2 + y 2 

a y - x 2 

+ Y 2 


a 2 f 

2 x y 

ii = . 

2 X 

^ _ 

ax 2 “ 

(x 2 + y 2 ) 2 

ay 2 

(X 2 + 

y 2 ) 2 


af _ a~f = y - x 
ax ay ay ax (x 2 + y 2 } 2 
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29. Funktionen in zwei unabhängigen Variablen 


29.10 

29. 11 

29.12 

29.13 

29.14 

29.15 


b) 


3f _ sin x 

0X 

„ 2 , 


sin x 


ax 


y cos x 

y (cos 2 x - sin x) 


a f = a f . 
ax ay ay ax 


sin x 


= 9 x - 12 x y + 2 y - 5 
= -6x 2 + 2x+3 
= cos x - cos y 

= x sin y 

= 2 e 2x+ y 
= e 2x+Y 

dz = 12 x 2 dx - 4 y dy 

dz = (4 x + 5 y) dx + (5 x - 2 y) dy 

dz = y dx + x dy 
- _ dx x dy 


'x'- 1 

; 2) =32 

£ y 1 ” 1 

; 2) = - 5 

£ x< 0 ' 

5; 1) 

= 0,337 

fy<°. 

5; 1) 

= 0,421 

t x (°i 

1) = 

2 e 

fy(0, 

1) = 

e 


a) dz = y ln y dx + x y" 


x-1 


b , dz - d ; t y 




30. Matrizenrechnung 


30.01 A + B 


C + D = (1 4 -7) 


A + B- - A ■ 


4 A, - 3 B. + 5 A 


32 

20 


- 2 ) 



1 

-5 

7 


30.05 a) A 


c) C 




53 -31 

F-G = -3 -7 

19 -29 


b) B' 


•1 


_1 

13 


1 

3 


d) D' 


■1 


12 


2 

3 




Notizen 





